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Capitulo 1

Introducao

1.1 Sistemas Astronomicos

A dindmica estelar é a parte da astrofisica que estuda a estrutura e a evolugao de
sistemas gravitacionais de muitos corpos, enquanto que a dinamica planetaria se inte-
ressa, por sistemas de poucos corpos. Como diz o nome, na dinamica estelar, as estrelas
sdo um elemento sempre presente apesar de nem sempre serem o principal componente
como, por exemplo, em aglomerados de galdxias, onde a principal componente do sis-
tema dindmico é a chamada matéria escura. Na tabela 1.1 damos os principais sistemas
estudados pela dinamica estelar. Nesta tabela, listamos as dimensoes e massas tipicas
destes objetos assim como o tempo de cruzamento, t.., definido como aproximadamente
o tempo necessario para uma particula do sistema atravessa-lo.

Na maioria dos casos, as colisoes sao despreziveis entre os componentes que consti-
tuem os sistemas de interesse para a dindmica estelar. Por exemplo, uma galéxia tipica
tem um raio de ~ 10 kpc enquanto o raio de uma estrela é da ordem de 10~ kpc.

Tabela 1.1: Resumo de sistemas dindmicos astrofisicos relevantes & dinamica estelar. to, é o
tempo de cruzamento.

Objeto Massa  Dimensao ter Agentes dinamicos
(Mo) (kpc)  (anos)

Aglomerado aberto 10! 0,01 10°  estrelas, Galdxia

Aglomerado globular 106-8 0,1 10577 estrelas, Galdxia

Galaxias 10912 1-10 10879 estrelas, gés, matéria
escura, outras galdxias

Grupo de galaxias 101213 10-100 10810 galaxias, gas, matéria
escura

Aglomerado de galdxias 101315 1000 109719 galdxias, gds, matéria
escura

1.2 Escalas de Tempo e Livre Caminho Médio

1.2.1 Tempo dinamico

Para que possamos comparar a evolucao temporal de sistemas dinamicos distintos, é
necessario utilizarmos uma, escala de tempo comparavel entre estes sistemas. Isto fica
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2 Capitulo 1. Introdugao

claro se compararmos, por exemplo, as escalas de tempo envolvidas na evolucao do
sistema solar e da nossa galédxia: enquanto que os planetas levam, no méximo, algumas
centenas de anos para orbitar o centro do sistema solar, as estrelas na nossa galdxia
levam tipicamente! centenas de milhdes de anos para darem uma volta em torno do
centro galactico.

A partir do exemplo dado acima, podemos definir uma escala de tempo comparavel
para estes dois sistemas a partir do periodo de translagao tipico. Descrever os fenémenos
dindmicos em termos da quantidade de vezes que um corpo efetuou uma rotacao e’ mais
razoavel do que em anos ou segundos.

Assim, o que queremos é definir uma escala de tempo a partir de algum fenémeno
que seja caracteristico da evolugdao dinamica em questao. Para corpos onde a rotacao
nao seja importante (p.ex. galaxias elipticas, aglomerados globulares) podemos definir
uma escala relacionada com o periodo que uma particula do sistema leva, em meédia,
para atravessi-lo. Chamamos este tempo caracteristico do sistema de tempo dindmico,
tq.

Para um objeto de raio R e onde as particulas tém uma velocidade tipica v, o tempo
dinamico sera:

ta=R/v. (1.1)

Definido desta forma, o tempo dinamico também pode ser chamado de tempo de cruza-
mento.

Apesar da simplicidade desta expressao, sua aplicagdo nao é trivial pois, em um
caso concreto, como podemos definir R e v7 Para os sistemas que nos interessam, ha
vérias maneiras de se definir um ‘raio’: o raio que contém uma certa fragao da massa (ou
luminosidade) total, o raio onde o razao de densidade no interior de r e central tem um
certo valor, o raio onde a densidade superficial (brilho superficial) tem um certo valor,
etc... Da mesma forma, podemos definir v de diversas maneiras.

Ocorre que, para diferentes sistemas, existem convencoes diferentes para se definir o

tq:

e Galéxias elipticas e aglomerados globulares: R é o raio que contém metade da
luminosidade total observada da galdxia, chamado de raio efetivo, Reg. O valor de
v é a velocidade média quadrética, v?;

e Galéxias espirais: v é a velocidade maxima de rotagao e R o raio onde a velocidade
circular atinge o maximo;

e Aglomerados de galaxias: R é o raio do virial (que definiremos mais adiante) ou
o raio onde a razao da densidade média do aglomerado dividido pela densidade
critica do Universo é 200 (o que serd justificado mais adiante). A velocidade serd
a média quadratica, v2.

1.2.2 Livre caminho médio

Em um dado sistema estelar, o movimento das particulas sao determinados somente
pelas forcas gravitacionais, com a condi¢ao de que nao haja colisdes. Em outras palavras,

1 . a1 ~ s s .
Muitas vezes utilizaremos a expressdo ‘tipico’ ou ‘caracteristico’ para descrever uma certa quanti-

dade.
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podemos tratar a dindmica de um sistema gravitacional como um simples problema de
N-corpos se, pelo menos em primeira aproximacao, as particulas forem puntiformes.

Podemos estimar o quao boa é esta aproximacao puntiforme comparando o livre ca-
minho médio, A, com o raio do sistema, R, e o raio das particulas, R,. O livre caminho
médio para um sistema de particulas que se movem aleatoriamente é dado aproximada-
mente por:

A~ 1/(no), (1.2)

onde n = N/V é a densidade numérica média e o é a segao de choque de uma particula.
A secao de choque pode ser dada aproximadamente por o = 47TR127, isto é, a superficie
de um circulo de raio R,. Portanto, o livre caminho médio sera dado por:

R3

AN s,
3NR2

(1.3)

Na tabela 1.2 temos os valores tipicos para diversos objetos astrofisicos.

Tabela 1.2: Livre caminho médio e relacao com as dimensoes do sistema e das particulas.

Objeto N corpos R, AR, AR
Aglomerados de galéxias 103 10 kpc 104 30
Aglomerados globulares 10° 3x107%pc 1020 3 x 10

Regido central de galaxias 106 3x 10 8%pc 1013 106

As razdes \/R, e A/R nos d4 uma medida da quantidade de colisdes durante a
evolugao do sistema. Quanto maior forem estas razoes, menor o nimero de colisdes que
uma particula sofre. Podemos ver que nos sistemas dinamicos da Tabela 1.2, as colisoes
sao, em geral, despreziveis.

Isto nao significa dizer que o efeito das colisdes possam ser desprezados! No caso de
aglomerados e grupos de galédxias as colisoes podem ter consequéncias muito importantes
para a dindmica e morfologia do sistema.

Devemos notar que a férmula 1.3 trata das particulas como se fossem esferas rigidas.
Além disto nao ser preciso (principalmente quando as ‘particulas’ sdo galdxias) ainda
deveriamos levar em conta os efeitos gravitacionais de uma particula sobre a outra.
Intuitivamente podemos imaginar que o efeito da gravitacao tenda a aumentar a secao
de choque de uma particula.

1.2.3 Tempo de Relaxacao

Quando colocamos em contato dois corpos com temperaturas diferentes em contato, apds
um certo intervalo de tempo estes corpos terao a mesma temperatura. Em geral, para
sistemas estaveis, se ocorre uma perturbacao o sistema volta a situagao de equilibrio
apds um certo lapso de tempo. O tempo que um sistema leva para atingir um estado de
equilibrio é chamado tempo de relaxacao.

Em um gés ordinario, por exemplo, a relaxacao ocorre devido as colisoes entre as
particulas do gds: nestas colisoes ha troca de energia, a particula mais energética perde
energia e a menos energética ganha. Ao fim de muitas colisdes o sistema tende a uma
situagao de equiparticao de energia.
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Para um sistema isolado, ligado gravitacionalmente, poderiamos definir o tempo de
relaxacdo da mesma maneira, como o tempo necessirio para que o sistema atinja o
equilibrio e haja uma equiparticao de energia. Como veremos mais adiante, que rigoro-
samente falando, esta situagao nunca ocorre em um sistema gravitacional real.

Contudo, mesmo sem atingir exatamente um estado de equilibrio estaciondrio, os
sistemas gravitacionais podem se aproximar deste estado. O tempo necessario para isto
estd ligado a variacdo das velocidades (ou energia) das particulas. Podemos definir o
tempo de relaxacao para sistemas gravitacionais como o tempo necessario para que a
variacao da velocidade de uma particula seja da ordem de grandeza da propria velocidade
desta.

Relaxacao a 2 corpos

Como vimos, as colises entre estrelas em uma galdxia sao muito raras contudo, quando
uma estrela percorre a galdxia, ela se aproximard aleatoriamente de alguma outra estrela.
Estes encontros provocarao uma aceleracao na estrela que terd seu vetor velocidade
alterado. Em geral, esta variacao serd pequena mas ou efeitos de muitos destes encontros
é cumulativo. Ao longo de um certo intervalo de tempo, o efeito cumulativo destes
encontros entre duas estrelas tende a levar a uma equiparticao de energia. Este processo
é chamado relaxacdo a dois corpos.

Se a cada cruzamento de uma estrela pela galdxia sua velocidade se altera de Av?,
o ntimero de vezes que a estrela deve atravessar a galdxias para que Av? =~ v? serd

Nrelax & V2 / Av?eo tempo de relaxagao vai ser dado por:

trelax = Mrelax ter - (1 4)

Para estimarmos a quantidade nelax, vamos supor uma galdxia de raio R composta
por N particulas de massa m. Durante o movimento através da galdxia, uma dada
estrela vai interagir gravitacionalmente com as outras estrelas e ao passar préxima de
uma outra estrela sua trajetdria se modificard como na Figura 1.1.

mag >V X

Figura 1.1: Geometria de um encontro de
dois corpos. b é o parametro de impacto.

F r 01b
m
Quando houver um encontro deste tipo, a velocidade da estrela sofrerd uma variagao
dv devido a forca F'| . Esta forga é dada aproximadamente por:

—3/2
, (15)

Gm?2 Gm?b NGm2 1+<vt>2
b

b2 1 g2 (B4 a2)32 T b2 N
onde z = vt. Como mv, = F|, nds temos:

~3/2 ~3/2
G t\ 2 —0o0 —0 (3 £\ 2
o= 2 1+<%> :>\5’Ul\:/ mdt:/ 5 1+<%> dt.
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Fazendo a substituigao de varidveis s = (vt)/b obtemos

|ov | :G_m/ OO(1—1—52)_3/2d$:QG—m. (1.6)
bv J_x bv

Vemos que a variacao da velocidade devido a um encontro é aproximadamente o produto

da aceleracdo na regido de encontro mais préxima (Gm/b?) e a duracio do encontro

(2b/v). Notemos que a expressao (1.6) é vélida para encontros onde o movimento da

particula se altera pouco, |dv)| < v, isto é, o movimento é praticamente retilinio e

uniforme. Chamamos este limite de aproximacdo impulsiva.

A cada encontro a velocidade da particula sofre uma alteracao dv; . Como os encon-
tros sao aleatérios, o valor médio serda v = 0, contudo o valor de vi aumentara a cada
encontro (como no caso do movimento browniano).

Ao atravessar a galdxia, uma estrela sofrerd dn colisdes com parametro de impacto
entre b e b + db, que pode ser estimado pelo produto da densidade superficial com a

secao de choque correspondente ao parametro de impacto:

2N

N

Assim, a variacao quadrética da velocidade sera:

2 29N
Gm> bdb. (1.7)

v =~ 60% | o0 = (W R”?

Para obtermos a variacao total da velocidade, Avi apos uma travessia completa da

galdxia, devemos integrar a expressao (1.7). Contudo esta integral diverge tanto para

b — 0 como para b — o00; devemos, portanto limitar b. Para o valor maximo de b,

podemos adotar o proprio raio caracteristico da galédxia, by.x = R. Para o raio minimo,

tomamos o valor de b que corresponde a uma mudanca de velocidade v =~ v, isto é,
bmin = Gm/v?, cf. Eq. (1.6). Portanto,

R 2
Avi:/ (5vidb:8N(C;—T> mA, (1.8)

onde In A = In(R/bmin). Este logaritmo é chamado logaritmo de Coulomb, uma vez que
este mesmo fator aparece em problemas de espalhamento em plasmas.

Mais adiante (segao 2.1, ndés veremos que, para objetos em equilibrio, vale a relagao
2~ GM /R onde, no caso presente, M = Nm). Desta forma obtemos o resultado:

Avi 8InA
v2 N
Como vimos, o nimero de vezes que a estrela deve cruzar a galdxia para que sua

velocidade quadrética se altere significativamente, n.e1ax ¢ dado por v?/ Avi e o tempo
de relaxagao é dado pela Eq. (1.4). Portanto,

bt = = (1.10)
relax—8lnA cr - .

. (1.9)

Utilizando novamente a relacio v ~ GM/R, temos A = R/byi, ~ Rv?/(Gm) ~ N, ou

seja,
N

= ——ter. 1.11
trelax SIn N tc ( )
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1.3 Aproximagao Continua

Os sistemas gravitacionais, galdxias, aglomerados, etc..., s2o obviamente discretos, com-
postos por N corpos distintos de massa nao necessariamente iguais. O potencial total é
a soma das contribuicoes individuais de cada particula. A figura 1.2 ilustra esta situagao
para um sistema unidimensional de N corpos.

Figura 1.2: Potencial gerado pela soma do
potencial individual de IV particulas. Neste
exemplo, a densidade de particulas aumenta
em direcao ao centro.

Vemos nesta figura que onde a concentragao de particulas é maior, o potencial é mais
profundo. A primeira vista, o potencial total de um sistema deste tipo parece ser muito
irregular, dependendo da distribuicao exata das particulas. Contudo, como vimos, as
interagoes de dois corpos entre as estrelas tém um efeito muito reduzido na relaxagao de
sistemas estelares reais. Além disto, como o potencial gravitacional tem alcance infinito,
uma dada estrela estd a todo instante sob influéncia de todas as estrelas do sistema.

Em um caso extremo, onde a densidade numérica de estrelas é constante, o niimero
de estrelas em conchas esféricas de espessura dr em torno de uma dada estrela é N =
47r? dr. Como a forca gravitacional de cada estrela na concha diminui como =2, isto
faz com que qualquer concha atue com a mesma forca total sobre a estrela central.

Isto significa que uma dada estrela reage principalmente ao potencial coletivo do
sistema e nao as estrelas mais préoximas. Este fato nos permite uma importante simpli-
ficacao: podemos aproximar o potencial do sistema por um potencial continuo ao invés
de discreto (Fig. 1.3).

Figura 1.3: Aproximagao continua do po-
tencial total do sistema da figura 1.2 (trago
continuo).

Esta aproximacdo continua é valida para sistemas com numero de particulas, IV,
suficientemente grande. No limite N — oo esta aproximagao tende a ser exata. O N
‘suficientemente grande’ é tal que o tyelax > tq, cf. Eq. (1.11).

Dito de outra forma, a aproximacao continua é valida para sistemas onde as co-
lisoes entre as particulas sao despreziveis durante sua existéncia, ou seja, trata-se de um
sistema sem colisoes (em inglés, collisionless system).



Capitulo 2

Sistemas em Equilibrio

2.1 Teorema do Virial

O chamado Teorema do Virial é um dos teoremas mais importantes e utilizados em
astrofisica. Sua origem data da metade do século XIX, do estudo da teoria cinética de
gases. Claussius, em 1870, define a grandeza

1 =
7

como sendo o wvirial do sistema de particulas de coordenadas r;, massa m;, e cada uma
sujeita a uma forca total Fj, isto é, F; =3 _;; fi;, onde f;; é a forga entre as particulas
iej.

A derivacao classica do teorema do virial pode ser feita da seguinte maneira. Consi-
deremos um sistema de N-corpos de massa m; e definimos

onde p; é a quantidade de movimento da particula i. A equagao (2.2) pode ser reescrita
como

1d 1dI
a_1d g2y 14 2.3
¢ th(;mzrz) 2 dt’ (2:3)
utilizando a relacdo (d7/dt) -7 = 3 d(7-7)/dt, e I =3 ;m;r? é o momento de inércia
do sistema. Derivando em relagdo ao tempo a Eq. (2.2) e utilizando a definigao (2.1)
obtemos

dG Lo S5
dtc = Z?"z"pz‘-f—z?"z"pz‘
i i
= > mi] 4> 7P
i i
= 2T+ 2V, (2.4)

lembrando que 2V, =3}, F; ST = Zzﬁz - T
Retornando ao virial de Claussius, V., supomos que as forgas que agem sobre as
particulas sdo derivdveis de um potencial (Hip6tese I),

fij = =Vid(rj) . (2.5)
e que o potencial é em lei de poténcia, ¢(r) o 7¥ (Hipétese IT). Assim obtemos:
ﬁj = —ﬁczjrfj = —kcijrfj_Q(ﬁ —7j), (2.6)

Versao 29/11/2006 Gastao B. Lima Neto
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onde c¢;; € a constante de proporcionalidade do potencial para as particulas ¢ e 5. Utili-
zando a defini¢ao do virial de Claussius, Eq. (2.1), obtemos:

2Ve =~k cirly (T = 7)) T+ (7 = ) - 7]
i J>1

LI I

i g>1

= —kY_ > o(ryy), (2.7)

i g>1

onde utilizamos F; = -, fij e 32, Fi -7 = 32, 225, fij - Ti + fji - 7. Finalmente podemos
escrever,

dG. 1d?I
=———=2T—kU 2.8
dt 2 dt? ’ (2.8)
onde T e U sao as energias cinética e potencial totais do sistema. Para o caso especifico
do campo gravitacional, kK = —1 e obtemos a chamada identidade de Lagrange:
1 .d%1
——— =2T+U. 2.9
2 dt? * (2.9)

O teorema do virial é obtido tomando-se a média da Eq. (2.9) durante um intervalo
de tempo t,,

1 — 1 to

Z[Gu(ty) — Go(0)] = 2T + T : Z(ty) = — / () dt . (2.10)
to to Jo

Se a média for tomada por um intervalo de tempo suficientemente longo e se o sistema

estiver proximo de um estado de equilibrio quase-estaciondrio, obtemos o teorema do

virial na sua forma usual:
2T+U =0. (2.11)

A equacao acima traduz o fato de que, para um sistema em equilibrio, 0 momento de
inércia ndo se altera com o tempo e, portanto, d?I/dt? = 0.

Se, além disto o sistema for ergddico (voltaremos a falar disto mais adiante, na
secao 3.2), podemos escrever simplesmente

2T+ U =0, (2.12)

isto é, uma medida instantanea das energias cinética e potencial bastam para satisfazer
o teorema do virial.

2.1.1 Aplicagao do teorema do virial
Estimacgao da massa

Uma das aplicagoes do teorema do virial estd na determinacao da massa de um sistema
gravitacional isolado. Para um sistema esférico podemos escrever o Teorema do virial,
Eq. (2.12) como

GM

Tg

1
2T+ U = M;miv?— 0, (2.13)
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onde tomamos as energias cinética e potencial por unidade de massa, o raio gravitacional
é definido como 7y = GM/|U| e M = Y ; m; é a massa total do sistema.

Posto desta forma, vemos que a energia cinética (por unidade de massa) total do
sistema corresponde & média dos quadrados das velocidades das particulas, T/M = v2.
Portanto, podemos escrever:

i
e

Infelizmente, nao podemos utilizar a equagao (2.14) diretamente para determinarmos
M: tanto r, como v2 nao podem ser medidos observacionalmente. Contudo, podemos
estimar estas grandezas a partir das observagoes.

Como veremos mais tarde, o raio gravitacional é aproximadamente proporcional ao
raio que contém metade da luminosidade total do objeto, o chamado raio efetivo, Reg.
Pode-se mostrar que ry ~ 3Rcg. Mais precisamente podemos escrever ry ~ ki Reg, onde
k1 é determinado pela distribuigao de massa do objeto (como veremos na se¢ao 2.2).

Por outro lado, supondo que a distribuicao de velocidades seja isotrépica, isto é, a
direcao do vetores velocidade é aleatéria, entao @ =2 = @ e, portanto, a dispersao

M (2.14)

Y

observada em uma dada dire¢ao serda dada por 3@ = v2. Na prética, nao é @ que é
medido, mas sim a dispersao de velocidades central, Jg, onde o é medido na direcao da
linha de visada. A relagao entre o7 e v2 depende da geometria e da forma da distribuicao
das velocidades.

Podemos, finalmente, escrever a Eq. (2.14) em termos de grandezas observaveis:

2
Reﬁ‘ UO
G )

onde a constante ke, depende da geometria e da distribuicao de velocidades.

M = kgeo (2.15)

Tempo dinadmico

O tempo dindmico de um sistema gravitacional é definido como t4 = R/v [cf. Eq. (1.1)].
Podemos reescrever esta definicao utilizando o raio gravitacional e a velocidade média
quadratica:

tg = —2 (2.16)

Urms

onde vVyms = Vol (‘rms’ significa root mean square). Pelo teorema do virial, temos
2T + U = 0 e, por definicao, a energia total do sistema é a soma das energias cinética e
potencial: ¥ =T + U. Deduzimos imediatamente que, para um sistema em equilibrio,
T =—FeU=2FE. Podemos entao escrever:

2T 1/2 1‘E‘ 1/2
o= ()"~ (48)

_GM*  GM?
T T 2R

Substituindo este resultado na equagao (2.16) obtemos

G M5/



10 Capitulo 2. Sistemas em Equilibrio

2.2 Perfis de Luminosidade e Massa

Para podermos estudar a dinamica de um sistema gravitacional astrofisico, é necessario
antes de tudo conhecermos a distribuicao de massa deste objeto. Contudo, esta grandeza
nao acessivel diretamente pelas observacoes. O que pode ser observado é a distribuigao
projetada da luminosidade.

Se um objeto tem uma distribuicao de massa dada por uma densidade p(r) — onde,
por simplicidade, assumimos uma simetria esférica — podemos definir uma densidade de
luminosidade, j(r), como:

p(r) ="(r)j(r), (2.18)

onde Y(r) é a razao massa-luminosidade. A fungdo Y(r) é dada em geral em unidades
solares, My /Ls. A massa no interior do raio r é obtida simplesmente integrando a
densidade:

M(r)= /Or p(r) 4mr? dr. (2.19)

r / Figura 2.1: Geometria da

- projecao da densidade de lumi-
nosidade para uma distribuicao
esférica.

O brilho superficial, X(R), observado! é a projecao da densidade de luminosidade,
como mostra a figura 2.1, e é dado por:

+o0
S(R) = / j(r)dz. (2.20)
Como 2% = r?2 — R?, podemos reescrever a equacio acima como:
oo T dr p(r) r dr
Y(R)=2 ] 2.21
(=2 [ i) =2 [ g (221)

A equagao acima é uma integral de Abel e podemos inverte-la, e assim, obtermos a
densidade p(r) a partir do brilho superficial:

p(r) 1 [ dS(R) dR
T(r) :_;/r dR VRZ 2 (2.22)

'Para as coordenadas em trés dimensdes utilizamos r, enquanto que para as coordenadas em duas
dimensdes (projetadas) utilizamos R
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2.2.1 Galaxias elipticas

Um dos aspectos mais importantes e remarcaveis é a regularidade na distribuicao de
luz nas galdxias elipticas. Em 1948, G. de Vaucouleurs propos uma férmula empirica
para descrever o perfil de luminosidade das galdxias elipticas que até hoje é amplamente
utilizado. A lei de de Vaucouleurs pode ser escrita como:

In(S(R)/Sefr) = 7.66925[1 — (R/Regr)*/*] (2.23)

onde Rqg € o raio efetivo, isto é, o raio no interior do qual é emitida metade da lumino-
sidade total e e é o brilho de superficie em Rqg. O raio efetivo é definido a partir da
luminosidade total extrapolada & R — oco. A luminosidade no interior de um raio R é
calculada como:

8 R
Yo R237[8, 7.66925(—=—)1/4] (2.24)

R 0
L(R)=2x [ = =T
(R) W/O (R)RAR = 7 a0 Ret

onde v(a, z) é a fungdo gama incompleta.

Ja no fim dos anos 80, foi notado que havia um desvio sistematico do perfil observado
em relacao ao perfil de de Vaucouleurs. Varios autores mostraram que uma generalizagao
da lei de de Vaucouleurs seria mais apropriada. Esta generalizacao ja havia sido proposta
em 1968 por Sérsic, mas foi apenas a partir do meio dos anos 90 que ela comegou a ser
frequentemente utilizada. A generalizacao é feita com a introducao de um parametro de
forma:

Y(R) = ¥gexp(—(R/a)"). (2.25)

Outros perfis de brilho foram introduzidos ao longo do tempo. Um perfil bastante

utilizado é o chamado perfil de Hubble modificado (o perfil de Hubble foi introduzido
originalmente em 1936):

S(R) = So/[L+ (R/rc)?], (2.26)

onde r. é uma escala caracteristica (raio de “core”). Para R < r., este perfil é aproxi-

madamente constante e para R > 7. o brilho superficial cai como R~2. Este perfil pode
ainda ser generalizado com a introducao de um parametro de forma:

S(R) = %o/[1+ (R/re)?°50 > 1. (2.27)

Neste caso, o comportamento assimptoético do perfil para R > r. é X(R) x R %,
A luminosidade no interior do raio R é dada por:

) In (1+[R/rc]2) ;o 60=1
L(R) = 20 r.m 2\1-6 (2.28)
% ; o0>1

Para § = 1, este modelo tem uma luminosidade total que diverge logaritmicamente com

o raio, enquanto que, para § > 1 a luminosidade total é:

20 ?“g s

§—1 "~
Uma das maiores vantagens deste modelo é o fato de podermos deprojetd-lo e ob-

termos a densidade em trés dimensoes. Utilizando a equagao (2.22) obtemos:

p(r)  SdI(6+1/2) 1
Y(r) 7o /AD(1+8) (14 [r/r2)t/2+8"

Lios = (2.29)

(2.30)
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O expoente 1/2 + § na expressao (2.30) é escrita em geral como 33/2 e este perfil é
chamado modelo-f. Podemos ainda integrar a Eq. (2.30) e obtermos a massa no interior
do raio r:

r 2
M(r) :4\/;3%06%?325 (g,5+%,g,— [—] ) : (2.31)

onde o F} é a funcdo hipergeométrica®. Para certos valores de ¢, a massa dada por (2.31)
é analitica. Para § = 1, o que corresponde ao perfil de Hubble modificado, Eq. (2.26),
temos:
r
M(r) = 2wr2%, | arcsenh(r/re) — ——=—= 1] ; (6=1). (2.32)
N

Isto significa que para § = 1, a massa diverge logaritmicamente, ou seja, a massa total
é infinita. Apenas para ¢ > 1 (o que equivale a 5 > 1) a massa ¢ finita.

2.2.2 Galaxias espirais

A descricao da distribuigao de massa (ou luminosidade) das galdxias espirais é mais
dificil do que no caso das elipticas. As galdxias espirais sdao compostas de pelo menos
duas componentes distintas: o bojo central e o disco.

Em 1970, o estudo de um conjunto de 36 galdxias feito por Freeman mostrou que o
perfil radial de brilho do disco das galdxias espirais segue uma lei exponencial:

%(R) = Yo exp[—(R/Rq)] - (2.33)

Este perfil ajusta-se bem a maioria das galdxias mas existem inimeras dificuldades.
Em primeiro lugar, os bragos espirais alteram este perfil e é tanto mais importante a me-
dida que observamos as galdxias de tipo tardio (espirais late-type). As barras observadas
em quase metade das galdxias espirais também alteram este perfil.

Se quisermos deprojetar o perfil (2.33) para obtermos a estrutura em trés dimensoes
do disco, ndao podemos aplicar a férmula de Abel, Eq. (2.22) pois a simetria do disco é ob-
viamente nao esférica. Contudo esta informacao pode ser obtida observacionalmente ao
observarmos galaxias espirais vistas de perfil. Assim, observamos que a estrutura vertical
dos discos também tem um perfil aproximadamente exponencial, 3(z) x exp[—(z/Rp)].
Veremos mais adiante que esta estrutura vertical corresponde a um disco gravitacional
de estrelas em equilibrio.

J4 o bojo das espirais é descrito da mesma forma que as galdxias elipticas, seja pela
lei de de Vaucouleurs (ou mais geralmente o perfil de Sérsic) ou um modelo-£3.

2.3 Pares de Densidade—Potencial

Quando conhecemos a densidade de um sistema podemos obter o potencial gravitacional
resolvendo a equacao de Poisson:

V2p(F) = 4nGp(7) . (2.34)

23 Fi(a,b,c;2) = (D(e)/[L(O)T(c = b)]) [o 71 (1 — )11 — tz) " dt
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Na auséncia de matéria, p = 0 e a equacao de Poisson se reduz a equagao de Laplace:

V2p() = 0. (2.35)
A forca sobre uma particula teste® serd dada pelo gradiente do potencial:
F(7) = —Vo(r). (2.36)
Também e interessante definirmos a wvelocidade circular, v., que corresponde ao po-
tencial ¢:
v? = T%Y) = r|F|. (2.37)

Esta velocidade corresponde a uma 6rbita exatamente circular de uma particula teste
sujeita ao potencial ¢ (supondo simetria axial).

Na grande maioria dos casos de interesse (e préticos), vamos considerar sistemas
com simetria axial (discos) ou simetria esférica. Nestes casos, é conveniente utilizarmos
a equagao de Poisson em coordenadas cilindricas e esféricas polares, respectivamente:

1d/o d¢(?")> _ ' N
r2 dr (r dr | ArGp(r) ; esférica

10 (R 926(R (2.38)
ROR (R qﬁéR7 Z)> + %(227 ) =4rGp(R, z); cilindrica

Para sistemas esféricos, integrando a equacao de Poisson uma vez obtemos ainda a
relacao:

do(r) _ GM(r)

5 (2.39)

dr r
Chamamos de par de densidade—potencial a densidade e o potencial que simulta-
neamente obedecem a equacdo de Poisson. A principio, quaisquer funcoes ¢ e p que
satisfazem a equacao de Poisson poderiam ser um par densidade—potencial. Contudo,
nods s6 nos interessaremos por fungdes que sejam fisicamente aceitdveis; por exemplo, a
densidade deve ser sempre maior ou igual a zero.
Antes de vermos alguns pares de densidade—potencial tteis para dindmica estelar,
vamos recapitular alguns resultados béasicos e ver alguns perfis que foram descobertos,
entre outras coisas, motivados pela facilidade em se resolver a equagao de Poisson.

2.3.1 Massa pontual

Neste caso temos uma massa M de dimensao nula na origem. O potencial e a velocidade
circular correspondentes sao:

o)== =[S (2.40)

Quando um sistema tem uma velocidade circular proporcional a 1/4/r dizemos ve-
locidade kepleriana, pois é o caso do sistema solar. Isto ocorre porque a massa do Sol
sendo muito superior a soma das massas dos planetas, podemos aproximar os planetas
o particulas testes circulando uma massa pontual.

3Particula teste denota um corpo de massa unitdria que interage apenas com o potencial global do
sistema
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2.3.2 Esfera homogénea

Consideremos uma esfera de raio r, e densidade homogénea p. A massa no interior do
raio r (r < a) é simplesmente:
dm 4

M(r) = 5P (2.41)
O potencial desta esfera é:
o 717
@, T <a
o(r) = —27Gp 9 43 (2.42)
? 5 r>a.

Uma propriedade interessante da esfera homogeénea vem do seguinte fato. Suponha
que uma particula teste seja solta de um raio r; a equacao de movimento desta particula
sera:

d?r _ de(r) GM(r) _47err

(2.43)

dt dr rz2 3
Esta é a equacao de um oscilador harmoénico simples de periodo T igual a:

3 37
T=2 =4/=. 2.44
W\/ 47 Gp \/ Gp ( )

Como o periodo nao depende do raio em que soltamos a particula teste, independente-
mente do raio r em que a soltamos, a particula atingird r = 0 no intervalo de tempo
T/4. Como T é o mesmo para todas as particulas, concluimos que se soltarmos um
esfera homogénea livre de pressao, esta colapsara, isto é, todas as particulas atingirao
r = 0 simultaneamente. O tempo de queda livre ou tempo de colapso, teo1, de uma esfera
homogénea nao é T'/4 pois a medida que a esfera se contrai a densidade aumenta.

Podemos calcular o tempo de colapso de uma esfera homogénea inicialmente com
densidade p = 3M/(47r3) retomando a Eq. (2.43). Agora esta mesma equacio pode ser
interpretada como o movimento radial de cascas esféricas caindo sob acao da gravidade.
Podemos multiplicar a Eq. (2.43) por 2(dr/ dt) e obtemos:

dr d?r GM(r) dr
drdr ar 2.45
dt dt? r2 dt’ ( )
mas temos as identidades:
d /dr\? dr d2r d /1 1 dr
(=) =9 = — =) === 2.46
dt ( dt> ataz ¢ @ (dr> P2 d (2.46)

Portanto, substituindo as identidades acima na equagao de movimento (2.45) obtemos:

d /dr\? d /1
— (=) =26MmM— [ — 2.4
() =2y (§)- (247

que pode ser integrada em t trivialmente resultando em:

2
1<dr> —GM:E

(& 2.48
5\ , (2.48)

r



2.3 Pares de Densidade—Potencial 15

onde F é a constante de integragao e pode ser interpretada como a energia por unidade de
massa total de uma particula (ou mesmo uma casca esférica) em queda. A equagao (2.48)
expressa simplesmente a conservagao de energia durante o movimento em questdo. A
constante E é dada pelas condigoes iniciais:

EF=- o — 2.49
2%, re ( )

o

onde vy, e 1, sao as velocidade e raio iniciais. Como supomos que inicialmente as
particulas da esfera nao tenha m movimento, vy, = 0. A energia por unidade de massa
é entdao E = —GM/r,. Integrando a equacao (2.48) entre r = ry, e r = 0 obtemos o
tempo que leva para a esfera colapsar:

3m 1 T
o= = - = 2.50
col 4 2Gp \/5 4 9 ( )
onde T'/4 é o tempo que uma particula levaria para chegar a r = 0 se a densidade
permanecesse constante.
E interessante compararmos esta escala de tempo, .o, com o tempo dindmico, tgin-
Substituindo M e E da expressao (2.17 e lembrando que naquele caso E nao é dado por

td'n — — tCO (2 51)
! 32 T Gp L '

2.3.3 Pares de densidade—potencial de elipticas

Em 1916, J.H. Jeans estudava a dindmica interna de aglomerados globulares e “nebu-
losas” esféricas (galdxias elipticas E0) e concluiu que o potencial gravitacional destes
objetos poderiam ser escritos como uma série:

GM C1 C2 C3
o(r) = l—— =5 —-=—, (2.52)
r roor r
onde c¢1, co, . .. 880 constantes positivas. Se o sistema for esfericamente simétrico, a den-

sidade correspondente a este potencial pode ser facilmente calculado como:

i(i+1)c
47TW4§: - (2.53)

Assim, Jeans conclui que a distribuicao de massa deveria ter um perfil assimptético para
r — oo proporcional & 4.

Os perfis em r~* voltaram a ser utilizados com a introducéo do perfil de Jaffe (1983),
de Hernquist (1990) e de Dehnem (1993). Estes trés perfis fazem parte, na realidade, de

uma mesma familia dada por:

(3 B ’L) Mrc .
CAm o ri(r )i

0<i<3, (2.54)



16 Capitulo 2. Sistemas em Equilibrio

onde i = 2 corresponde ao modelo de Jaffe, i = 1 ao modelo de Hernquist e i = 0 ao
modelo de Dehnem. Aqui, M denota a massa total do sistema e a massa no interior do
raio r é dada por:

M(r):M< r >3_i. (2.55)

r+Te
Note que a massa converge para 0 < ¢ < 3. Para ¢ = 2 o raio r. também é o raio
que contém a metade da massa (chamado em inglés half-mass radius), que nao deve ser
confundido com o raio efetivo (metade da luminosidade total projetada). O potencial é
obtido pela equacao de Poisson:

1 T 2
L (1- i< 2
wf (G5 )
_GM ) 2 T (2.56)

Te 1n<7“+7“c> 71:2
T

¢(r) =

O interesse desta familia de modelos nao estd apenas nas propriedades analiticas,
mas também ao fato de sua projecao em duas dimensoes ajustarem-se bem ao perfil das
galaxias elipticas e bojos de espirais.

2.3.4 Estrutura vertical de um disco gravitacional

Por simplicidade vamos considerar um disco axissimétrico infinito de estrelas com densi-
dade p(R, z). Na diregao z (altura do disco) as estrelas tem uma dispersao de velocidades
0. e, consequentemente, existe uma pressio na direcio z dada por P(R, z) = p(R, z)o2.
Supomos que o disco esteja em equilibrio hidrostdtico, obedecendo a equacao:
2
- - oz 9Ip(R,z) 0¢(R, 2)
VP(R,z) = —p(R,2)V,0(R,2z) = = = — - 2.57
(R2) = —p(RAV0(R.2) = g P - (257)

onde fizemos a hipdtese de que Jg nao depende de z. Derivando mais uma vez a equacao
acima em relacao a z obtemos:

0 o2 0p(R,z)\  0%¢(R,z)
& (p(R7 z) 0z ) - _T - 47TGP(R7 z) ) (2.58)

onde utilizamos a equagao de Poisson em coordenadas cilindricas. Esta equacao se integra
facilmente e sua solugao é:

p(z) = posech®(z/Ry) . (2.59)
onde o fator de escala Ry é a ‘espessura’ ou ‘altura’ do disco e pg é a densidade em
z =0, isto é, p(R,0). O fator de escala do disco é dado por:

2 o g o g
RH = 27TGp0 = Rp= QWGMR , (2.60)
onde p(R) representa a densidade superficial do disco, u(R) ~ Ry p(R,0).

Para z > Ry, a secante hiperbdlica na férmula (2.59) se comporta aproximadamente
como uma exponencial, sech?(z) &~ exp(—2z) para z > 1.

Observacionalmente, constata-se que a altura caracteristica do disco, Ry, é pratica-
mente independente de R tanto nas espirais como nas lenticulares. Como Ry depende
diretamente da densidade superficial que diminui exponencialmente em direcao a borda
da galéxia, isto implica de a dispersao de velocidades o, diminui com o raio R da mesma
maneira.
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Modelo de Kuzmin

Para descrever o potencial axissimétrico de um disco, Kuzmin propds em 1956 o seguinte
modelo (também conhecido como disco de Toomre):

GM

VERZ+ (a+12))2°

Curiosamente, se calcularmos o laplaciano desta fungio obteremos V2¢(R,2) = 0! O
problema é que o potencial (2.61) ndo corresponde a uma distribuigao de densidade em
trés dimensoes mas em duas. Em outras palavras, o potencial de Kuzmin corresponde a
um disco infinitamente fino.

¢(R7 z) =

(2.61)

Para calcular a densidade superficial, (R), que corresponde a este potencial podemos

utilizar o teorema de Gauss*:

47TG/ w(R)2rRAR = 2/ V.¢(R, z)2rRdR, (2.62)
S S

onde a superficie S estd ilustrada na Fig. 2.2 e a massa M é dada por M(R) =
fOR w(R)2rRdAR. O fator 2 vem da integral em S ser do lado positivo e negativo de

e

Figura 2.2: Geometria para aplicagdo do teorema de Gauss para o potencial (2.61). Fazendo
dz — 0 e integrando sobre a superficie S dos dois lados do plano (£z) obtemos a densidade
superficial.

Tomando o limite z — 0 no gradiente de ¢, obtemos:

R 0(R, 2 R GMa
2 G )RAR = RdR= | — "2 __RdR, (263
" /0 uF) / ( >z—>0 o @raprt G0

o que implica:
Ma

R=— o
HR) = Sy a2y

(2.64)
A férmula acima descreve a densidade superficial do chamado disco de Kuzmin. Notemos
que este disco nao tem um comportamento assimptotico exponencial, mas em lei de
poténcia, pu(R — oo) oc R73.

40 teorema de Gauss diz que a integral da componente normal do gradiente do potencial, 6(;5, em
uma superficie fechada é igual a massa contida nesta superficie vezes 47G.
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Modelo de Miyamoto e Nagai

O disco infinitesimal de Kuzmin pode ser generalizado para uma distribuicao tridimen-
sional da massa. Isto foi feito por Miyamoto e Nagai em 1975, que reescreveram o
potencial (2.61) da seguinte maneira:

GM
d(R,z) = — . (2.65)
\/R2 + (@ + Vb? + 22)?
Calculando o laplaciano do potencial acima obtemos, apds muita dlgebra,
M b? aR? 3V b2 2 b2 2)2
o(R, 2) = aR® + [a+ 3Vb? + 22][a+ Vb? + 22] (2.66)

5/2 :
4w [R2+(a+«/62+22)2} / (b2 + 22)3/2

Neste par densidade—potencial, a razao b/a nos dé o quanto a distribuicao é achatada.
No limite a — 0 o modelo torna-se esférico.

2.4 Funcao de Distribuicao

Qualquer sistema dinadmico pode ser completamente descrito por uma fungdo que dé
a densidade, em fun¢do ou nao do tempo, no espaco de fase. Esta densidade pode ser
definida de dois modos distintos, segundo Boltzmann ou Gibbs.

Vamos supor um sistema composto por N particulas, cada uma com posicao 7 e ve-
locidade ¥. Boltzmann considera o espaco de fase com 2s dimensoes, onde s é a dimensao
dos vetores 7 ou ¥, 3 no caso do espaco a que estamos habituado, 2 no caso de uma
superficie, etc; este espaco é chamado espaco-u. Neste caso, definimos uma densidade
do espago de fase ou fungao de distribuicao como f(7,U,t) que representa no nimero de
estrelas (ou a massa) no volume d3r d3v centrado em (7, ¥) no instante .

J& Gibbs, para o mesmo sistema de particulas citado acima, considera um espaco
com 2sN dimensoes. A configuragao total do sistema corresponde a um ponto neste
espago, chamado espago-T'. Gibbs considera um ensemble (conjunto) de sistemas que
preenchem o espago-I'. Assim a fungdo de distribuicao no espago de fase de Gibbs é a
densidade do ensemble.

Nos exemplos acima definimos f em termos do nimero de particulas, mas podemos
fazé-lo também em termos da massa. De qualquer forma, a funcao de distribuigao deve
ser sempre maior ou igual a zero, f > 0.

2.4.1 Teorema e equacao de Liouville

No espaco-I', um ponto representa o estado completo de um sistema de N particulas
em algum instante ¢y. A evolugao deste sistema ao longo do tempo serd uma linha (uma
curva) neste espago de 6N dimensdes a partir do ponto em ¢y. Vamos considerar um
sistema dinamico em um ensemble de Gibbs no espago-I": a qualquer momento, a pro-
babilidade de se encontrar este sistema no ensemble dentro de um volume infinitesimal
de 6N dimensoes serd dada pela fungdo de distribuigao:

FE AN gD g a3 @) (2.67)
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e a condi¢ao de normalizagdo nos impoe:
/ TGO G0 g gd 0 gd ™) Z 1 (2.68)

isto é, a probabilidade de se encontrar um dado sistema em todo o espago é, obviamente,
1. A funcao f(N) é conhecida como funcio de distribuicio de N-particulas. Utilizamos
agora f(V ) para calcular a probabilidade de encontrar-mos um sistema de coordenadas
(Fél), .. .,FéN), ﬁél), .. .,ﬁéN)) no instante tg em um pequeno volume Sy do espago-I'. Esta
probabilidade, P(t() sera:

P(to) = \/5’ f(gN)(%l)7 AR /Fi(()N)7 17(()1)7 MR 17(()N)7 t) dgr(()l)7 A dg’UéN) Y (2'69)
0

onde a integral é efetuada em todo o volume Sy. Apds um certo intervalo de tempo, no
instante t, as coordenadas do sistema serao (F(l), oW )), devido a evolucao dinamica
do sistema. A funcao de distribuicao serd, agora, f(N)(F(l), .. .,ﬁ(N)) e o volume Sy se
tornara S;. A probabilidade, entéo, de se encontrar o sistema no volume S; é dada por:

P(t) = / FOOGED RN GO G gy @3 @B (2.70)
St

A evolugao dindmica de um sistema é continua (pelo menos na mecénica classica),
ou seja, o sistema nao pode saltar repentinamente (com uma descontinuidade) para um
novo estado. Assim, a probabilidade que o sistema esteja na regiao transformada é a
mesma que a probabilidade de estar na regiao original, isto é,

P(t) = P(tg) = constante. (2.71)

Podemos abordar este problema por outro angulo. Como a evolugdao de um sistema
dinamico é continua, os pontos do ensemble escoam pelo espago-I" sem descontinuidades
e, portanto, a funcdo f&V ) deve satisfazer uma equacio de continuidade, semelhante a
um fluido normal. Esta equacao de continuidade se escreve:

ofMN 0 (L dr | 9 (o du
—_ — — — =0. 2.72
at +;{am (f dt>+aw (f dt>} (272)
Mas, dr;/dt = v; e dv;/0r; = 0, pois trata-se de varidveis independentes. Além disto,
para forgas conservativas (o que é o caso em sistemas estelares), dv;/dt = —0¢;/0r;.

Podemos entao simplificar a equac@o de continuidade (2.72) em:

o N ofN)  ag; ofN)
o +Z{v- T }_0. (2.73)

A equacdo acima nos diz que a derivada total de f(¥) se anula no espaco-I', em
outras palavras o ‘fluido’ de particulas neste espaco é incompressivel; a densidade de
pontos no espaco-I', dado por fWV ) préximo a um ponto qualquer, e seguindo sua
evolugao dinamica, é constante. Esta afirmagdo é conhecida como teorema de Liouville
e a férmula 2.73 é a equacdo de Liouwille.
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2.4.2 Equacgao de Boltzmann—Vlasov

Vamos supor agora um sistema dinamico de N particulas no espaco-u de 6 dimensoes.
Ao contrario do espago-I', cada particula representa um ponto neste espaco. Em qual-
quer momento ¢ o estado do sistema é descrito pela fungao de distribuigao f(7,,t).
Novamente, se conhecemos as posigoes e velocidades, 7;(ty) e U;(t9p) no instante ¢, po-
demos, a principio, determinar as posigoes e velocidades em qualquer instante ¢ através
das equagoes de movimento das particulas.

Se considerarmos o fluxo de particulas no espago-u, teremos as coordenadas (7, ¥/)
e a velocidade do fluxo, (F, 17) = (7, —ﬁ(b), onde assumimos que as forgas que regem
os movimentos das particulas (o fluxo no espago-u) seja dada pelo gradiente de um
potencial. Esta afirmagcao é importante pois implica que estamos supondo que o sistema
é nao-colisional (suposi¢ao que nao fazemos no espago-I').

Da mesma forma que o fluxo no espago-I', o fluxo aqui também é continuo, gracas
a continuidade das equagoes de movimento. Assim, a fungdo de distribui¢ao f também
deve obedecer a uma equacgao de continuidade que pode ser escrita como:

0 - - .

a—{+v-(fﬁ)+vv-(fﬁ):0, (2.74)
ou ainda,

of KL ofui L 0fVe

v - g 2.

TN D D nesial ) (2.75)

K]
onde z; e v; 880 as componentes dos vetores 7 e U, respectivamente e a soma se faz nas
trés componentes das coordenadas.

Utilizando a identidade vetorial V - (fw) = fV - @ + @ - Vf e lembrando que r e v
sao variaveis independentes, obtemos:

of af

E—i—v-Vf—i—v-va:E—i—v-Vf—Vqﬁ-va:O, (2.76)
ou ainda 5
of of %ﬁ>_
8t+;<vzaxi B, B0, =0. (2.77)

Tanto na forma (2.76) como (2.77), estas férmulas sdo conhecidas como equagao de
Boltzmann ndo-colisional ou equacdo de Viasov. A equagao de Boltzmann nao-colisional
é, na verdade, um caso especial da equacao de Liouville. Para um sistema nao colisional,
o fluido no espaco-p (ou simplesmente espago de fase) é incompressivel.

O efeito de colisdes (quando, por exemplo a relaxacao de dois corpos é importante)
pode ser interpretado como um termo adicional & equacao de Boltzmann; ao invés de
termos df/dt = 0, terfamos no caso colisional algo do tipo df/dt = Feolisio-

Também podemos expressar a equacao de Boltzmann utilizando a formulagdo Ha-
miltoniana. Vamos considerar a funcao de distribuigdo f(q,p,t) que depende das co-
ordenadas conjugadas ¢; e p; que, por sua vez, satisfazem as equagOes canoOnicas de
movimento:

dqi N oH . dpz‘ N oH
dt N apz‘ ’ dt N _8qz~ ’
onde H(gq;,p;) é a Hamiltoniana do sistema. Para particulas de massa m que se mo-
vem livremente, H = (p? + p3 + p%)/ 2m; em um campo gravitacional, a Hamiltoniana

(2.78)
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da particula conta com mais um termo (a energia potencial) que depende apenas das
coordenadas ¢;. Podemos entao reescrever a equagao (2.77) como:

OH 0f _OHOFY _
Z (8% Opi  Op; 8qi> =7}, (2.79)

onde o ultimo termo a direita sao os colchetes de Poisson.

2.4.3 Equacgao de Boltzmann em alguns sistemas de coordenadas

Em geral, é mais conveniente expressarmos a equacao de Boltzmann em sistemas de
coordenadas mais apropriados & simetria do problema que queremos estudar. A mu-
danca de coordenadas se faz aplicando-se a regra da cadeia as derivadas parciais da
equagao (2.77).

Contudo, se notarmos que a equacao de Boltzmann é simplesmente

df

=0 2.80
=0, (2.80)

isto é, a derivada total é nula e portanto f é constante ao longo das trajetérias no
espaco de fase, vemos que esta equacao deve ser valida para qualquer sistema de coor-
denadas. Em outras palavras, podemos simplesmente trocar as coordenadas cartesianas
(z,y, z) por, por exemplo, (R, 6, z) das coordenadas cilindricas. Assim, continuando com
o exemplo das coordenadas cilindricas, temos:

daf _of L po0f  of  .of . Of of of

at ~ ot TR T Pas TR0 T R au T a0, T 00,

= 0. (2.81)

Feito isto, notamos ainda que R = vg, ¢ = v,/R e 2 = v,. Além disto, podemos
utilizar as equacoes de movimento em coordenadas esféricas:

do 09, ¢, 09,
= VOB z)=oner &Pewr 5,6 (2.82)

onde o vetor velocidade é v = Rég + Rpé, + zé., e sua derivada é:

dv

% = (R — Ry*)ér + (2R + Rp)é, + 3¢, . (2.83)

Obtemos, entao, as seguintes relagoes:

) 0¢ v ; 10¢ wrv, . 8¢
__T¥ 7 S — 2.84
R= AR R "Ray R T oz (2.84)
que nos permitem simplificar a equagao de Boltzmann e, finalmente, obtemos:
of of v, 0f of
at " "Por TRap "0 T
(2.85)

vy 99\ of 1 ¢\ of 96 of
(f‘ﬁ)@‘ﬁ(}%w+a¢>a—%—%vz 0
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O mesmo procedimento pode ser aplicado em coordenadas esféricas (r, 6, ) resul-
tando na seguinte forma para a equacao de Boltzmann:

of | f wdf v, Of <v3+vi_@> of |

E—’— rﬁ_—'—?%—'—rsené?&p r or ﬁvr

1 vg,_ ¢ ﬁ_1[<+v9>+1a¢]af
r\tand "7 B9 ovg r e\ T tang senf Op | Ov,

(2.86)

E claro, estas equagoes podem ainda serem simplificadas no caso de sistemas es-
taciondrios (i.e. 0f/0t = 0) ou com alguma simetria; no caso da simetria esférica, as
derivadas em relagao a 6 e ¢ se anulam.

2.5 Momentos da equacao de Boltzmann

Como vimos, podemos definir a funcao de distribuicao f como o ntimero de particulas
ou massa no volume d3rd3v do espaco de fase. Assim, a densidade espacial pode ser
imediatamente obtida por:

p(r) = /f 7, 0) d*r dv, (2.87)

onde a integral deve ser feita sobre todas as velocidades. Colocando a Eq. (2.87) na
equacao de Poisson,

V2 —47TG/f 7 §) dr db, (2.88)

obtemos uma equagao que descreve a dinamica do sistema. Esta equagao, junto com a
equacao de Boltzmann, descreve completamente a evolucao do sistema auto-gravitacional.
Na pratica, contudo, este problema é muito complexo; uma solucao mais simples —
e consequentemente menos completa — é obtida através dos momentos da equacao de
Boltzmann.®
O momento de ordem zero da equagdo de Boltzmann é calculado integrando a
Eq. (2.77) sobre todas as velocidades:

Of 5 Of 5, 00 [Of >_
/atdv+§;< ”Zaxid”_axi Ho, =0, (2.89)

lembrando que 0¢/0z; é independente da velocidade. Como o intervalo de velocidades
nao depende do tempo, podemos tirar a derivada parcial do primeiro termo fora da
integral:

)
fd3 8t/fd3 = (2.90)

onde utilizamos a Eq. (2.87). Podemos fazer a mesma coisa com o segundo termo da
Eq. (2.89), pois v e r sao independentes:

) d3v = 0 /vif d3v = pt) ) (2.91)

Vi ox; ox; ox;

5Dada uma funcéo de distribuicéo g, os momentos de ordem j se calculam como 2 = f wlgdz/ f gdx,
onde a integragao se faz sobre todo o dominio da funcao g.
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onde v; é o valor médio da componente v; da velocidade. Para o ultimo termo, podemos
aplicar o teorema do divergente:

g—id% = /fd2s, (2.92)

onde S é a superficie no espago de velocidades que engloba toda a funcao f. Em outras
palavras, para S cada vez maior isto corresponde a velocidades cada vez maiores. Fisi-
camente o nimero de particulas com velocidades cada vez maiores deve diminuir e no
limite S — oo a funcio de distribuicio deve se anular. Portanto, [ f d2S = 0 e o terceiro
termo de (2.89) se anula.

Obtemos finalmente, a equagdo de momento zero:

Z axi +V( 7)=0. (2.93)

Esta é a equagao de continuidade da massa (ou das particulas) do sistema.
Genericamente, podemos obter os momentos de ordem superior multiplicando a

equagao de Boltzmann (2.77) por vﬁvg%g, onde [, m e n sao inteiros e os indices re-

presentam as componentes das velocidades; a ordem do momento serd o produto ijk. Se

l=1em =n =0, obteremos o momento de primeira ordem:

3
vj%d%JrZ (/vz jgf d3v — a¢ > =0. (2.94)

Integrando por partes o dltimo termo de (2.94) e utilizamos o fato de f — 0 quando
v — 00, obtemos:

0
8f 3o = | 1|1m vjf — / avjfdg /5ijd v=—0jp, (2.95)

Uj

onde 6;; é a fungao delta, §;; = 0 se i # j, d;; = 1 se i = j. O primeiro termo de (2.94)

resulta em:
v, 0 gy = 8/ F by = 20) (2.96)
7ot ot ) " ot ’ '
e o segundo termo nos da:
L Of 5 O(piny)
/vzvj oz, d?v = oz, (2.97)

Combinando as equagoes (2.95), (2.96) e (2.97) obtemos trés equagdes, uma para
cada j:

ANptg) 23: (@) +p§_¢ _0. (2.98)

ot 8xz €

Podemos ainda reescrever a Eq. (2.98) utilizando a equagao de continuidade, Eq. (2.93),
multiplicada por v;:

M+i(@> T S i

ot Dx; or; ot ~ O
> ) - o i (2.99)
vj pvivy __Opvi\ _ 0¢
* Z ( 0x; Y Ox; > p@xj '
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Introduzimos agora o tensor dispersao de velocidade, 0;j, definido como:
o7 = U0 — U0 . (2.100)

Podemos ver que as componentes da diagonal principal deste tensor, 0;;, sao as dispersoes
de velocidade associadas a cada uma das coordenadas do sistema (no caso cartesiano,
sao as dispersoes nas diregoes paralelas a cada eixo). Também notamos que este ten-
sor é simétrico. Utilizando o tensor dispersao de velocidades na Eq. (2.99), obtemos

finalmente:
3 I po?.
+Z ( a”ﬂ 7(”@])) _ (2.101)

8xz~ ox 5

As equacoes dos momentos da equacao de Boltzmann foram deduzidas e utilizadas
em astrofisica pela primeira vez por Jeans entre 1915 e 1922 e, por isto, sdo chamadas
equacoes de Jeans.

A equacao do primeiro momento da equacao de Boltzmann, Eq. (2.101) descreve o
equilibrio hidrodinamico do sistema. O termo que envolve paZ ;» chamado tensor de tensao
(stress tensor) representa a pressao. Esta é uma pressao dinamica, isto é, ela nao ocorre
devido & colisGes entre as particulas. Além disto, ao contrario de um gas ‘normal’, onde
a pressao ¢é isotrdpica, o tensor de tensao poder ter componentes na diagonal principal
diferentes, ou seja, o sistema pode ter uma anisotropia na dispersao de velocidades.

Para um sistema em equilibrio estaciondrio, onde nao ha movimento sisteméatico, a
Eq. (2.101) se reduz a:

8/)0 8(;5
= 2.102
Z ox; ﬁxj (2.102)

andloga a equacao de equilibrio hidrostatico habitual, VP = —pV¢.

Devemos observar que as equacoes dos momentos da equacao de Boltzmann nao
sao fechadas, isto é, ha mais incégnitas do que equagoes. Isto ocorre mesmo indo para
ordens superiores dos momentos, a cada ordem surgem mais incégnitas do que equagoes:
as equagoes de Jeans (2.101) sdo apenas 3 com as varidveis p, ¢, T; e 0;;. Portanto,
para resolvermos estas equacoes é necessario fazer hipdteses sobre o comportamento do
sistema e impor vinculos as equagoes.

2.5.1 Equagoes de Jeans em alguns sistemas de coordenadas

Como para a equacgao de Boltzmann, podemos deduzir as equacoes de Jeans para siste-
mas de coordenados mais apropriados a simetria dos sistemas que queremos estudar.
A equacao de continuidade em coordenadas cilindricas pode ser deduzida integrando
a equagao (2.85) em todo o espago de velocidades. Por simplicidade, vamos considerar
os sistemas com simetria axial, de modo que as derivadas em relacao a ¢ se anulam, o
que resulta em:
Op  10Rpvg  Opus
ot TR OR T oz

=0. (2.103)

As equagbes do primeiro momento da equacao de Boltzmann sdo obtidas multipli-
cando a Eq. (2.85) por vg, v, ou v, e integrando cada uma das equacoes sobre todas as
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velocidades. Obtemos assim as trés equacoes:

O(pvR) | A(pv3) | OpoRT) | (vR—12 | 8¢
ot~ or 0. "\TRr Tor ’
9(pvy) | O(pVRV,) | O(PUGVZ) | 2p _ N
ot T or T 0. TwmRYR =W
d(pvz) | O(pvRvz) | A(pv?) | vRm, | 9
z — = . 2.104
ot T or oz PR TPy =0 (2.104)

Para as coordenadas esféricas, podemos proceder da mesma forma e integramos a
equacgao (2.86) sobre todas as velocidades. Obtemos assim:

dp  9(pvr)  10pTg 1 0(pvp) | 2p__ P
— - — =0. 2.1
ot * or r 00 * rsenf Oy * r T * r tang 0 (2.105)

Por simplicidade, vamos supor agora um sistema com simetria esférica — as derivadas
em relagao a 6 e ¢ sdo nulas. Além disto, vamos considerar um sistema estaciondrio;
isto implica que a derivada em relacao ao tempo é nula e nao movimento sistematico
em nenhuma diregdo (7; = g = U, = 0) Neste caso, apenas uma das equagdes do
primeiro momento da equagao de Boltzmann é nao trivial e ela é obtida multiplicando
a Eq. (2.86) por v, e integrando em todo o espago de velocidades:

d(pvd) Pz = do _
S 4 L (er — 2 - %) +pg =0 (2.106)

2.5.2 Aplicagao das equacgoes de Jeans
Dispersao de velocidades radial e na linha de visada

Antes de aplicarmos as equagoes de Jeans, convém abordarmos o seguinte problema:
nas equagoes dos momentos, as grandezas envolvidas sao relacionadas a distribuicao
tridimensional das velocidades, enquanto que nds s6 podemos observar uma componente
do vetor velocidade, aquela na linha de visada (exceto no caso dos objetos préximos,
onde podemos obter através da observacao direta as trés componentes da velocidade).

Da mesma forma que o brilho superficial é obtido a partir da projecao em duas
dimensoes da densidade de luminosidade, também podemos obter a dispersao de velo-

cidades na linha de visada, JI%, pela projecao da dispersao radial de velocidades, 03.

R

Figura 2.3: Geometria da projegao da
dispersao de velocidades para uma dis-
tribuicao esférica.

Na figura 2.3, vemos que a geometria envolvida na projecao da dispersao de velo-
cidades é semelhante a projecao da densidade de luminosidade para uma distribuicao
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esférica. De fato, se distribui¢do de velocidades é isotrépica, obtemos:

(o rdr
T R2

2(R) (2.107)

Esta também é uma equagao integral do tipo de Abel e, portanto, pode ser invertida
resultando em:

) a1 [~ DGR A

T(r) " T Jr R R2 2~
Em um caso mais geral, a distribuicao de velocidades nao é necessariamente isotrépica.

Supondo que as dispersoes de velocidades nas componentes angulares sejam iguais, isto

é, Jg = Jg,, podemos entao definir um pardmetro de anisotropia, da seguinte forma:

(2.108)

B=1--L. (2.109)

Este parametro # mede o quanto as érbitas das particulas sdo mais ou menos radiais
ou circulares. Pela geometria descrita na Fig. 2.107, quando a dispersao de velocidades
nao é isotropica temos:

o0 p(r) rdr
E(R)JI% =2 /R (vy cos a — vg sen a)2T((r) Neak (2.110)

A equagao acima pode ser simplificada da seguinte forma:

Uy COS (X — Vg SEN 2:ﬁcos2a+v_2$en2a, 2.111
T 0

pois B,vg = 0. Nao havendo movimento sistematico, a velocidade média quadrética é
igual & dispersao e, utilizando a definigdo de 5 obtemos:

0 2 r) oZrdr
S(R)o? =2 /R (1 - ﬁ(ﬂ%) '[I)"((r)) \/7;7_7(11%2 . (2.112)

Distribuicao de massa de um sistema esférico

Podemos aproximar uma galdxia eliptica, um aglomerado globular ou o halo de uma
galdxia espiral como um sistema esférico em equilibrio estaciondrio. Como nao deve
haver nenhum movimento sistematico, temos ajz = vjz, onde j = r,0 ou ¢. Com as
hipétese acima, podemos reescrever a equagao de Jeans (2.106) como:

1 dlp(r)oz(r)] o%(r) _ _ dg(r)
4 T , (2.113)

dr
onde colocamos explicitamente a dependéncia em r de todas as fungoes. Lembrando que
para um sistema esférico d¢/dr = GM(r)/r?, obtemos:

ro? (dlnp dlno?
=——" L +28] .
M(r) G (dlnr+ dlnr +26

E interessante lembrar que a equacgao de Boltzmann nao colisional e seus momentos
sao validas em qualquer potencial gravitacional, isto é, nao é necessario que todo o

(2.114)
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potencial gravitacional (dado por GM(r)/r) seja gerado pelo perfil de densidade p(r).
A equagao (2.114) pode ser utilizada, por exemplo, onde p é obtido a partir da do brilho
superficial de uma galdxia e 02 é estimado a partir da dispersio de velocidades na linha
de visada. Obtemos entao a massa total, que gera o potencial gravitacional, podendo ser
composta pelas estrelas (obviamente) e qualquer outro componente invisivel (a chamada
matéria escura).

No entanto, para se utilizar a Eq. (2.114) na pratica, é necessario de alguma forma
fixarmos o parametro de anisotropia. Infelizmente, este parametro nao é acessivel direta-
mente pela observagao, a nao ser na vizinhanca solar (onde podemos medir o movimento
préprio das estrelas mais préximas). Em geral, supomos que o pardmetro de anisotropia
(1) ndo varie com a distancia radial e (2) utilizamos os casos limites § = 0 para sistemas
isotrépicos ou (3 = 1 para sistemas com apenas velocidades radiais.

Por outro lado, se conhecemos a razao massa—luminosidade e, assim, podendo deduzir
p(r) e M(r) a partir das observagoes, nés obtemos através de (2.114) uma relagao entre
a dispersao de velocidades radial e 5(r) (que pode variar em funcao do raio).

Achatamento de galaxias elipticas

Historicamente, a interpretacao dada para a elipticidade observada das galédxias elipticas
era de que estes objetos eram achatados devido a rotacao ao longo do eixo menor. Uma
tal galédxia teria um tensor de dispersao de velocidades isotrépico e o achatamento seria
o estado de equilibrio que resulta da rotacao. No caso contrario, o achatamento de uma
eliptica nao é devido a rotacdo mas sim a uma anisotropia no tensor de dispersao de
velocidades.

Assim, podemos dizer que, se a galaxia tem uma velocidade de rotagao v, (R, z) da
ordem de grandeza da dispersao de velocidades, esta galdxia deve ter um achatamento
devido a rotagao. Se uma galaxia achatada tem uma velocidade de rotagao muito inferior
a dispersao, entao o achatamento sera devido a anisotropia.

Podemos analisar esta situagao com a ajuda das equagoes de Jeans em coordena-
das cilindricas. Para um sistema em equilibrio estaciondrio onde o tinico movimento
sistematico é azimutal e o tensor de dispersao de velocidades é isotrépico, J?j = 0;j a2,
as equagoes (2.104) se simplificam:

2 —9
apa _p<vL %) = 0;

OR R OR
Opo? 0¢
— =0 2.115
0z +p82 ’ ( )
onde utilizamos %2 = @.

Dado um par densidade—potencial, a dispersao de velocidades, o, pode ser obtida
integrando-se a segunda equagao em (2.115):

1 [ 0¢

2

R, z)=— / —dz. 2.116
)= [T o (2.116)
Utilizando esta equagao acima na primeira equagao de (2.115), obtemos uma expressao
que relaciona a velocidade de rotagao com o par densidade—potencial:

0 RO [>* 0
9 RO [ 05

__9 _ v
v (Rz)=Rop+ 2ok . o,

dz. (2.117)
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Como exemplo podemos utilizar um par densidade—potencial baseado no modelo
Hernquist, dado pela Eq. (2.56) quando ¢ = 1. Para levarmos em conta o achatamento,
fazemos a seguinte mudanca de varidveis: r? — R% + (z/q.)?, onde ¢, é a razdo entre os
semi-eixos menor e maior (¢, = 1 = esfera, ¢, = 0 = disco). Isto resulta no potencial:

o(R, ) = M (1— ! >;r: R2+<i>2, (2.118)

rC rC + r qZ

e densidade:

p(R.2)= L ([1 gty Lol - {3’"”6}22]) =[R2+ (i>2.
Arg? (r+re)3 = q2r3 q:
(2.119)
Notemos que o achatamento na densidade é diferente do achatamento do potencial; em
geral o achatamento do potencial é menor do que o da densidade que o gera. Uma andlise
cuidadosa desta densidade revelard que ela nao corresponde a densidade das galdxias
elipticas. Contudo ela sera utilizada como uma aproximacao grosseira.
Tendo um par densidade—potencial, podemos resolver a equagao (2.117) e obtemos
Ty € a equacao (2.116) para obtermos a dispersao de velocidades, o.

Com muita algebra podemos chegar uma relagdo entre a razao da velocidade de
rotacao e da dispersao de velocidades com o achatamento do sistema. No plano de
simetria do sistema, isto é, z = 0 obtemos:

%2:1—q3 6

R
2 _ . . r=—. (2.120)
o ¢ 12(1+z)" In(1+4,)—25-22 (26 +3x (7T+2x)) Te

Também podemos comparar 7, com a velocidade circular, v. = RO¢(R, z)/OR; em
z = 0 temos:

—2 2
1— 1 R
L ( gz)(+x)2;x:—. (2.121)
Ve (1—qz)x+1—i—qz Te
A elipticidade é definida como ¢, = 1 — ¢, e, para €, proximo de zero, a razao

%2/ vg aumenta aproximadamente linearmente com a elipticidade. Em outras palavras,
é necessario de uma rotacao consequente para que o sistema se achate. Por exemplo, para
um achatamento com €, = 0, 1 como em uma eliptica E1, 75 /v. = 0, 25 ou T, /v, ~ 0.35
para que este achatamento seja devido a rotagao em R = r..

As observacoes de galdxias elipticas normais e gigantes apontam para valores de Ty /v,
e T, /v, menores do que estes, indicando que o achatamento nao pode ser explicado por
rotacao mas sim por uma anisotropia da dispersao de velocidades.

2.5.3 Teorema do virial tensorial

As equagoes de Jeans sao obtidas multiplicando a equagao de Boltzmann por v; e in-
tegrando em todas as velocidades. Obtemos assim trés equagoes diferenciais para cada
coordenada relacionando a densidade o gradiente do potencial gravitacional e os primei-
ros momentos das velocidades. Podemos agora multiplicar estas equagoes pela coorde-
nada xj, e integrar em todo o espago (de coordenadas espaciais). Obteremos desta forma
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uma Unica equagao tensorial que relaciona as propriedades globais do sistema. Tomamos
entao a Eq. (2.98) e, fazendo como descrito obtemos:

/ d3x+2/ ( ’W’J > dgx—f—/xkpaaf dBr=0. (2.122)
J

O dltimo termo da Eq. (2.122) é o tensor energia potencial, Ujj. Substituindo o
potencial,

>
= —G/Md%, (2.123)
|2’ — &

no tensor energia potencial, podemos reescrevée-lo como:

.0 o
k= G/p(m) xja—xk/%dgx'dgx. (2.124)

A derivada pode ser levada para o interior da integral, pois a varidvel de integracao é z’
e a derivada é em x:

Ujp = G// (@) p(a) LT =) g3 g5, (2.125)

o’ — &3

As variaveis de integracao 2’ e x sdo mudas e, portanto, podemos trocé-las, x’ < x
sem alterar o resultado:

jk—G// () p(Z) ; /‘3)d3xd3’ (2.126)

Finalmente, somando as equagoes (2.125) e (2.126) obtemos:

N x—x 'k —x
=] o B

|’ — &

Este tensor potencial é simétrico, e o seu trago, trago(U) = Z?:1 U;; resulta em:

traco(U) = ——/ (%) / ) — dPrd3’ = —/p(f)(ﬁ(f) 3z, (2.128)

L] 2

que é a energia potencial total do sistema.
O segundo termo de (2.122) pode ser integrado por partes e assumindo que para
densidades fisicamente aceitdveis p — 0 para |zg| — oo, obtemos:

3 2177 .
Z/xk (%) Bz = —/(5;ﬂ~pmd3x = 2T}, (2.129)

onde 7; ¢é o tensor de energia cinética. Este tensor pode ser dividido em duas partes,
uma referente ao movimento aleatério das particulas e outra ao movimento ordenado
(rotagdo, expansao, etc...). Isto é feito da seguinte forma:

1
K = 5/,)1)7@(1% S 1 /paj?k Pr = Ty=Kip+ Sk, (2.130)
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onde utilizamos a definigdo do tensor de dispersao de velocidades, Eq. (2.100).
Como a derivada em relagdo ao tempo pode ser retirada do primeiro termo da
equagao (2.122), pois z nao depende do tempo, obtemos:

1d

oW /p(fI,'k'U_j + x;7f) dBr = 2T, + 1 4+ Uy, (2.131)

lembrando que os tensores sao simétricos, isto é, podemos trocar os indices.
Definimos agora o tensor de momento de inércia:

Tk = /pxjxk d3z. (2.132)

Derivando este tensor em relagao ao tempo, resulta em:

dZ;x dp
d; = | 57T A3z (2.133)

Utilizando a equacdo de continuidade, Eq. (2.93), dp/dt + 22 9(pt7)/0z; = 0, e
integrando a férmula acima por partes obtemos:

dpvi

8xz~

T, Bz =— /pv_i(xkéﬁ + 20ki) 3z, (2.134)

e, finalmente, obtemos o resultado:

1dZ; 1
3 d)jfk = §/p(xkv_j+xjﬁ) d3z. (2.135)

Combinado os resultados e definigoes acima, resulta no teorema do virial tensorial,
demonstrado por Chandrasekhar em 1964:

1.dZj

2 dt

= 2K + 1L + Uy, . (2.136)

O teorema do virial tensorial faz a ligagao entre as propriedades cinemdticas (movi-
mentos aleatérios e ordenados) com a morfologia (energia potencial) do sistema.

2.6 Teorema de Jeans

2.6.1 Integrais de movimento

Uma constante de movimento em um campo potencial é uma funcdo que nao varia ao
longo da trajetéria de uma particula. Esta funcao, que pode depender das coordenadas
no espago de fase e do tempo pode ser definida da seguinte maneira:

C(Zo, To, to) = C(F,7,t) ,Vt. (2.137)

Por outro lado, uma integral de movimento ou invariante integral € uma fungdo que
depende apenas das coordenadas do espaco de fase e é constante ao longo da trajetéria
de uma particula. Podemos defini-la como:

I(o, ) = I(Z, 7). (2.138)
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E claro, toda integral de movimento é uma constante de movimento mas a reciproca
nem sempre é verdade. Considere, por exemplo, uma particula em érbita circular em um
potencial axissimétrico. O angulo azimutal ¢ dado por ¢ = ¢+ v,t, onde ¢q é o angulo
quando t = 0 e v, é a velocidade angular. A quantidade C = ¢g/v, = ¢/v, —t é uma
constante de movimento. Contudo, C' nao é uma integral de movimento pois depende
do tempo além das coordenadas no espacgo de fase (v, e ).

Pelo exemplo dado acima, podemos ver que qualquer 6rbita em qualquer potencial
tem sempre seis constantes de movimentos dadas pelas condi¢oes iniciais no espago de
fase, (z0, Y0, 20) € (Vag, Vyo» V), UMa vez que estas constantes sdo fungdes das equagoes
de movimento que, por sua vez, dependem das coordenadas no espago de fase e do
tempo.

Somente em alguns casos particulares, as integrais de movimento podem ser en-
contradas facilmente. Em um potencial estdtico, onde os encontros sdo despreziveis, a
energia de uma particula se conserva durante sua trajetéria. Assim, em um potencial
estdtico, a grandeza E(F,v) = |7]2/2 + ¢(&) se conserva e, como nao depende do tempo,
apenas das coordenadas, é uma integral de movimento. Em um potencial estatico e
com simetria axial ao longo da coordenada z, a componente do momento angular nesta
direcao, L., se conserva e é, portanto, uma integral de movimento. Em um potencial
esférico, as trés componentes do momento angular, L=%x ¥, se conservam durante a
trajetoria e, portanto, sdo integrais de movimento.

Algumas integrais de movimento tém uma interpretacao geométrico no espago de
fase e na propria trajetéria da particula. Para ver isto, vamos considerar uma particula
que se move em um potencial esférico e estatico. Vamos supor que este potencial é da
forma:

(r) = =G M (1/r+1/r?) (2.139)

Uma trajetéria tipica é mostrada na figura 2.4.

Figura 2.4: Orbita tipica de
uma particula em um poten-
cial esférico. Note que a tra-
jetoria da particula esta con-
finada em um anel, entre um

raio minimo e maximo, em
um plano no espaco.

Observando esta figura, podemos notar que a érbita da particula estd confinada entre
um raio superior e um raio inferior. O raio externo é uma consequéncia direta da energia
da particula, quando ela atinge este ponto sua velocidade é nula e toda a energia esta sob
forma de energia potencial. O raio interno de pende do momento angular perpendicular
a trajetéria da particula, ela nao pode se aproximar indefinidamente do centro devido

N

a chamada barreira centrifuga. Estes raios, inferior e superior sdo solugoes da equacgao:
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2[E — ¢(r)] — L?/r?> = 0, onde L é o médulo do momento angular e E é a energia
(negativa) da particula).

Como a particula esta sujeita a um campo central, sua trajetoria esta contida em
um plano no espago usual. A orientacao deste plano é dada pelas duas componentes do
vetor momento angular, definindo assim o plano orbital.

A interpretacao destas integrais de movimento é clara: cada uma delas restringe o
espago (de fase) acessivel a particula. Integrais de movimento que confinam a drbita de
uma particula sao chamadas integrais isolantes.

No exemplo acima, nés determinamos quatro integrais de movimento, a energia e as
trés componentes do momento angular. A trajetéria de um corpo no potencial (2.139)
pode ser determinado analiticamente resolvendo-se a equagao de movimento. A solucgao
geral é dada por:

1 $ — %o
- = D 2.140
" Ccos( % > + D, ( )

onde C, D e K sao constantes. Estas constantes dependem da energia, modulo do
momento angular e da massa M que aparece em (2.139). Observando a solugao (2.140),
vemos que a constante ¢y pode também ser expressa em termos de F, \E\ e M além das
coordenadas r e ¢. Portanto, concluimos que ¢y também é uma integral de movimento.

Contudo, exceto em casos muito particulares, ¢y nao restringe a érbita da particula
e, portanto, ndo é uma integral isolante. Na realidade, sempre que tivermos uma o6rbita
que é funcao das condigdes iniciais (e do tempo) dada pelas seguintes equagoes:

F(t) = F(Zo, T, t) () = U, To, 1), (2.141)

podemos eliminar a varidvel ¢ e resolver as equagoes (2.141) e obter cinco fungoes inde-
pendentes do tempo que s@o, obviamente, constantes ao longo da trajetéria (logo, sao
integrais de movimento).

Somente serao integrais isolantes, as integrais de movimento que reduzem a dimensao
do espaco de fase acessivel & particula. As integrais nao isolantes, é claro, nao tém este
efeito de redugao.

2.6.2 Teorema de Jeans

Podemos expressar uma integral de movimento, I (Z, ¥) da seguinte forma:

%I[i(t), ()] =0, (2.142)

onde a igualdade acima deve ser valida ao longo da érbita de qualquer particula. Mas a
condicao acima é a mesma que a condi¢ao para que f seja uma solugao da equagao de
Boltzmann nao colisional, Eq. (2.80), para um sistema estacionério (esta iltima condigao
¢ fundamental, pois somente assim 0f/Jt = 0).

Vamos supor agora que a funcao de distribui¢do f seja alguma funcao de n das

integrais de movimento do sistema, f = f[[;(Z, V), ..., I,(Z,¥)]. Entao temos:

d "ofd

— (2, V), ..., [,(Z 7)] = = 2.14
[ 1(1‘,’[)), s n(xvv)] = an dt ) ( 3)

dt

onde derivamos por partes e a tultima igualdade vem da Eq. (2.142). Podemos entao
enunciar o Teorema de Jeans:
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Qualquer solucao da equacgdo de Boltzmann nao colisional e estaciondria
depende apenas das integrais de movimento do sistema e qualquer funcao
das integrais de movimento é solugao estacionaria da equagao de Boltzmann
nao colisional.

A segunda assercao do Teorema de Jeans é a mais interessante para nds, pois nos
garante que qualquer funcao das integrais de movimento (como energia e momento
angular, por exemplo) é uma solugao vélida da equagao de Boltzmann nao colisional para
um sistema em equilibrio estaciondrio. Podemos, entao, construir facilmente diversas
fungoes de distribuicao para estudar algum sistema gravitacional em equilibrio.

Como vimos, um sistema gravitacional tem até cinco integrais de movimento inde-
pendentes [veja Eq. (2.141)]. Contudo existe uma versao mais restritiva do Teorema de
Jeans que diz o seguinte:

Apenas integrais isolantes devem ser utilizadas para se construir uma solugao
da equacao de Boltzmann nao colisional e estacionaria. Para um sistema onde
a maioria das drbitas sejam regulares (e ndo cadticas), com frequéncias inco-
mensuraveis, a funcao de distribuigdo de um sistema estacionario dependera
apenas de trés integrais isolantes.

(para uma discuss@o mais aprofundada, veja D. Lynden-Bell, 1962, MNRAS 124, 1).
Em outras palavras, as solucoes da equagao de Boltzmann nao colisional serao dadas
por f(I1), f(I1,I2) ou f(I1,Is, I3), onde Iy, Is e I3 s@o integrais isolantes do sistema.

2.7 Aplicagao do Teorema de Jeans

2.7.1 Sistemas esféricos

Como ja vimos, um sistema esférico tem quatro integrais isolantes. Contudo, duas de-
las (dois dos componentes do momento angular) servem apenas para definir o plano
orbital da trajetéria no espago. Se, além disto, o sistema for isotrépico em suas proprie-
dades, entdao nao deve haver uma direcao privilegiada. Isto significa que as fungoes de
distribuicio que descrevem tais sistemas podem ser expressas como f(E,|L]).

Por simplicidade, vamos definir uma energia e um potencial relativos da seguinte
forma:

V=—-¢0+¢o ; EE—E+¢o:w—%v2, (2.144)

Onde ¢ é uma constante arbitraria e, em geral, escolhida de forma a que lim, ., ¥ = 0.
Para a maioria (mas nao todos) dos sistemas de interesse astrofisico, isto implica em
¢o = 0. Para os casos em que a massa do sistema diverge, pode ser mais conveniente
utilizarmos a normalizacao de forma a obtermos lim, o, ¥ = —oo. Notemos ainda que o
potencial psi e a energia e sao definidas por unidade de massa. Utilizando ¢ e € evitamos
a utilizacdo de nimeros negativos. Com estas novas variaveis, a equacao de Poisson se
torna:

Vi)(Z) = —4r Gp(T) . (2.145)

Os modelos mais simples que podemos criar sdo aqueles em que a fungao de dis-
tribuicio depende apenas da energia, f = f(e) = f(u — v2/2). Em tais sistemas, a
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velocidade radial quadratica média, @ ¢é dada por:
V2 = %/fvf A3y = % /f[w — (V2 + vg, + v3) /2]v2 dv, dv, dog (2.146)
integrando sobre todas as velocidades. Podemos, da mesma forma, calcular @, obtendo:
@ = %/fvg d3v = % /f[w — (v2 + vz, + v3) /2]v3 dv, dv, dog . (2.147)

Comparando as equagoes (2.146) e (2.147), vemos que elas sao praticamente idénticas,
apenas o indice que indica a componente da velocidade se altera. Isto significa que
@ = vg e, pela mesma légica, vg = @.
Em outras palavras as dispersoes de velocidades sao idénticas e, portanto, para
fungoes de distribuicdo que dependem apenas da energia, o tensor dispersao de velo-
cidades ¢ isotrépico.
Os casos mais interessantes correspondem aos sistemas auto-gravitantes, onde a den-

sidade p(r) = [ f(e) d®v gera o potencial, isto é, V2 (r) = —4n G [ f(e) d3v.

2.7.2 Inversao da funcao de distribuigao

Como ja vimos, a densidade p é obtida pela integral sobre todas as velocidades da
fungao de distribuigao (ou densidade no espago de fase). Para o caso de simetria esférica
e isotropia do tensor de dispersao de velocidades isto significa:

/\/@

0

p(r) = /f(&?) d3v = 4w f(e)v?d, (2.148)
onde o limite superior de integracao vem do fato que uma particula nao pode ter energia
cinética maior do que sua energia total e que a particula sé esté ligada gravitacionalmente
ao sistema se ¢ > 0. Mas, por definicio, v? = 2(1)—¢). Fazendo uma mudanca de varidveis
em (2.148), v — ¢, obtemos:

p(r) :4W/Ow FE)2(¢ — ¢) de. (2.149)

Para sistemas fisicamente aceitdveis, 1(r) é uma fun¢ao monoténica, di(r)/dr > 0.
Portanto podemos sem ambiguidades escrever formalmente p(r) = p(1)) e reescrever a
equagao (2.149) como:

p(1) = 4m/§/0w fEWY —ede. (2.150)

Derivando a equacao acima em relacao a ¢ vem:
1 dp(¥) / v _f(e)
—_—— = ——=de. 2.151
Br a o Vo-¢ (2451

A equacao (2.151) é uma integral de Abel pode ser invertida, como ja fizemos com
a densidade de luminosidade e o brilho superficial na deprojecao deste. A solugao da

inversdo de Abel é: 1 d dp(v) dy
fle) = /872 de /0 dy Ve—v’ (2.152)
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ou, calculando a derivada em relacao a ¢:

_ 1 cdp(y) dy 1 (dp(y)
&)= Vo e v >¢o]' (2159

As duas férmulas acima nos permitem obter a funcao de distribuicao de um sistema
esférico e isotrépico cuja densidade é conhecida. Estas equagoes foram obtidas e aplica-
das em astrofisica pela primeira vez por Eddington em 1916 e, por isto, sdo chamadas
formulas de Eddington.

Devemos notar que, na féormula de Eddington, nada nos garante que f > 0 para
um par densidade—potencial dado. Apds determinarmos f desta maneira é necessario
certificar-mos que a funcao de distribuigao é realmente sempre positiva.

2.7.3 Modelos esféricos e isotropicos

Discutiremos agora alguns modelos esféricos e isotrdpicos aplicados a sistemas auto-
gravitantes.

Politropos

Os politropos foram introduzidos por Emden, no final do século XIX, originalmente para
descrever a estrutura radial das estrelas. Este modelo é baseado em uma forma da
equacao de estado que depende da densidade e da pressao:

P(r) = K p(r)tt1/m (2.154)

onde K e n sao constantes e esta ultima é chamada indice de politropo.
Para compreender a necessidade de uma equacao de estado, tomamos como ponto
de partida a equacao de equilibrio hidrostatico,
1dP d
-—— = _¢ . (2.155)
p dr dr

Substituimos agora a equagao de equilibrio hidrostatico na equacao de Poisson, elimi-

nando o potencial :
1 d (r2dP
——|——— | =47 Gp. 2.156
r2 dr ( ) TP ( )

Finalmente, basta substituir a pressao na equacao acima pela equacao de estado do
politropo para obtermos uma equagao diferencial de segundo grau para p:

1 d (ﬁ d[K p(r)t*+1/7]

— =4 . 2.1
e ) wGp (2.157)

p dr
Este equacao se simplifica com a seguinte mudanga de varidveis:
p =", (2.158)

onde o significado da constante A e da varidvel ¥ serao identificados logo abaixo. Assim,
obtemos:

1 1-1/n
d <r2d—ﬁ> =4 A I (2.159)

r2dr ' dr (n+1)K
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A equagao diferencial acima é chamada equa¢do de Lane—Emden.
Voltando as equagoes de estado (2.154) e de equilibrio hidrostatico (2.155), temos:

K dp't/m  dy 1/n—1P n
kel i n—1r _ _ 2.160
p dr & = F P (1+n)K’ ( )
que pode ser resolvida imediatamente resultando em:
1 n
p(Y) = mw - (2.161)

Comparando as equagoes (2.158) e (2.161) podemos identificar A = [(n+ 1) K] ™" e
¥ = 1. Podemos dizer entdo que um politropo obedece a relagao p o ™.

Uma vez que temos p em funcdo do potencial, podemos utilizar a formula de Ed-
dington, Eq. (2.153), para obtermos a funcao de distribuigao, resultando em:

1 L(n+1) n—3/2

(2m)3/2[(n+ 1) K]"T'(n — %) € (2.162)

fle) =

Para que esta funcao de distribuicao seja aceitével fisicamente, n > 1/2.

Resta-nos agora resolver a equacao de Emden (2.159) para obtermos o potencial e a
densidade em funcao do raio. Para n > 3 os politropos tém uma solugao singular (isto
é, que divergem na origem) da forma:

p(r)=rr? (n>3) (2.163)

onde as constantes x e w sdo obtidas substituindo (2.163) em (2.161) e, em seguida,
substituindo o potencial na equagao de Emden. Obtemos assim:

K (n+1)(3—n)\m1 2n
KZ(Q?TG =) > ; w=1- (2.164)

As solugoes nao singulares analiticas sé existem para trés casos particulares: n = 1,
n =5 en — oo. O primeiro caso nao é de grande interesse para descrever sistemas
estelares gravitacionais; o caso n = 5 é mais interessante pois descreve aproximadamente
o perfil de densidade de aglomerados globulares. Neste caso a solugao é dada por:

S e — (2.165)

[1 + (%)2]5/2 |

Este perfil de densidade recebe o nome de modelo de Plummer (quem primeiro aplicou-
o para problemas astrofisicos) ou modelo de Schuster (quem primeiro deduziu esta
solugao).

O potencial gerado pelo modelo de Plummer é da forma:

o) = =% (2.166)

1+ ()
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Esfera isotérmica

Quando tomamos o limite n — oo, a equagao de estado do politropo se torna:
P(r)=Kp(r). (2.167)

Esta é conhecida como a equagao de estado de um gés isotérmico, onde podemos iden-
tificar K = kT /m (k é a constante de Boltzmann e m a massa de uma particula). A
equacao de equilibrio hidrostatico para tal gas é dada por:

AP(r) KT dplr)

G M(r)
dr m dr r '

2

(2.168)

Multiplicando ambos os lados da equagdo acima por r2m/(pkT) e derivando em
relagdo a r, obtemos uma equacao diferencial de segundo grau:

d [/, dlnp(r)> Gm, &
— — )| =——4 . 2.1
i (r & T w1 p(r) (2.169)

Vamos supor agora um sistema descrito pela seguinte fungao de distribuicao:

Px e/o
€)= ——57 €%, 2.170
€)= Gre (2.70)
onde o, e p, sdo constantes arbitrarias. A densidade que corresponde a esta fungao
de distribuicao é érbita integrando-a sobre todas as velocidades. Utilizando a simetria

esférica, temos:
47 Py

P Cro2p

Realizando uma mudanca de varidveis, ¢ = ¢ + v%/2, podemos integrar a expressao
acima, obtendo a densidade em funcao do potencial:

2 2 3 r2nax
p() = %ew/w (— - ) . (2.172)

/ - exp(e/o2) v?dv (2.171)
0

27 202

Voltando a fung¢ao de distribuicao, notamos que ela é valida para qualquer energia
e, portanto, ndao ha limite para o espaco de velocidades. Em outras palavras, devemos
tomar o limite v — oo para obtermos a densidade. Pelas propriedades da fungdo gama

temos: ,
3 3
lim 7 ( ”maX> —T <—> _yT (2.173)

V—00 57 20% 2 2

Portanto a densidade em fungdo do potencial se resume a:

() = pu e’/ (2.174)
A equagao de Poisson para este perfil de densidade é:
1 d /[ ,dy d [/, dlnp> G
— ) = _4n@ — = ) 2.175
r2 dr (r dr> Tep = dr (r dr o2 np ( )

Comparando a Eq. (2.169) com a Eq. (2.175) vemos que elas sdo formalmente
idénticas se 02 = kT /m. Concluimos que a estrutura de uma esfera isotérmica é idéntica
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a um sistema gravitacional ndo colisional isotrépico (onde a funcao de distribuigao de-
pende apenas da energia).
Uma solugao possivel da equagao (2.175) é dada por:

=21
r) = —
P 27 G r2

(2.176)

Este perfil é conhecido como esfera isotérmica singular. Solugdes nao singulares, onde
a densidade central é finita, existem mas nao sao analiticas e devem ser calculadas
numericamente. O comportamento assimptético da esfera isotérmica (singular ou nao)
para r — oo é sempre p(r) o< r~2; isto significa que a massa total deste modelo é infinita.
A velocidade média quadrética (igual & dispersao de velocidades) é calculada por:

_ ] (o
v2 = —/ f(7 9)v* d3v = 302, (2.177)
pPJo
isto é, a dispersao de velocidades é constante (logo, isotérmica).

Modelo de Michie-King

J4 no comego dos anos 60 foi notado que a fungao de distribuicao da esfera isotérmica
poderia ser truncada em energia, de modo a ter um comportamento similar a esfera
isotérmica na regiao de energias elevadas (isto é, no centro) e, ao mesmo tempo, ter uma
massa finita. Michie em 1963 e King em 1966 propuseram a seguinte alteracao a fungao
de distribuicao dada pela equacao (2.170):

fle) = (275% (/7 =1) 5 (e 2 0). (2.178)

Integrando a funcao de distribuicao sobre todo o espaco de velocidades, obtemos a
densidade em funcao do potencial:

o)) = p. [ew exf () — |/ 22 (1+ %w)] w= Jﬂ (2.179)

onde erf(x) é a fungdo erro.® Para obtermos o potencial ou a densidade em funcio do
raio, é necessario integrarmos numericamente a equacao de Poisson.

Devido a truncatura da funcao de distribuicao, existe um raio r; em que a densidade
é nula e, a partir deste ponto, se torna negativa. Em outras palavras, este modelo s6 é
valido para r < r;. Este raio r; é chamado raio de maré — apesar deste modelo nao ter
nada a ver com forcas de maré, esta fungao de distribuicao era (e ainda é) utilizada para
descrever aglomerados globulares, que possuem um raio a partir do qual a densidade cai
abruptamente (chamado também raio de maré devido as forcas de maré exercidas pela
galdxia sobre o aglomerado).

A densidade de um modelo de Michie-King pode ser ajustada (dependendo dos
porametros p. e o2) pelo perfil de Hubble, Eq. (2.26).

Serf(z) = % foac et dt = v(%,2%) /7.
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2.8 Distribuigao diferencial de massa

Em 1982, Binney introduziu o conceito de distribuicao diferencial de massa, — a quan-
tidade de massa no intervalo de energia [, e + de| — no estudo da estrutura de galdxias
elipticas.

Para um sistema descrito por uma fungao de distribuicao f(e), a distribuigao dife-
rencial de massa, N(g), é definida como:

N(e) = % = %/f(e) dBod3z. (2.180)

Mas como a funcao de distribuicao depende apenas da energia, este sistema é isotrépico
e esférico. Portanto, a massa no interior do raio r é dada por:

M(r) = (47r)2/0r /Ovmax flew?dvr?dr. (2.181)

Podemos fazer uma mudanca de varidveis em (2.181) utilizando a relagao € = ¢ — v?/2.

Obtemos assim:
M(r) = (47r)2/0w /Orf(g),/Q(w— e)r2dr de. (2.182)

Derivando a expressao acima em relacao a e, resulta em

v pr r
N(e) = %(4@2/0 | fn20 e ar de = an 1) [ 200 - ),
(2.183)
onde o limite superior de integracao é funcao da energia pois r corresponde a distancia
radial maxima que uma particula de energia € pode atingir. Ou seja, r é solucao da
equagao (r) = e.
Podemos escrever N (e) de forma mais compacta da seguinte maneira:

N(e) = f(e)g(e), (2.184)

onde definimos uma funcao densidade de estados (seguindo a nomenclatura de Binney

e Tremaine):
r(e)
gle) = (47r)2/0 V20 —e)r?dr, (2.185)

e explicitamos a dependéncia de r na energia.

Vamos supor agora que a funcao de distribuicao que descreve o sistema dependa de
duas integrais isolantes, a energia e o médulo do momento angular. Isto corresponde a
um modelo esférico mas com tensor de dispersao de velocidades anisotrépico. Neste caso,
é conveniente escrevermos cada componente da velocidade em coordenadas esféricas:

Vp =0V COST Vg = VSENNCOSW vV, =vsennsenw, (2.186)

onde as coordenadas no espago de velocidades (v, 7, w) s@o equivalentes as coordenadas
polares usuais (r, 0, ¢).

Neste sistema de coordenadas, o médulo do momento angular é dado por L = |"x 9| =
|r v senn|. Portanto, a massa é dada por:

Tmax VUmax m
M = 47r/ / / f(e, L)2msenndn v dv r? dr, (2.187)
Tmin 0 0
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o fator 27 vem da integral sobre w, uma vez que nem € nem L dependem desta varidvel.
Notamos também que a integral em r se faz entre rp;, € rmax; a distancia minima que a
particula pode atingir é decorréncia do momento angular nao nulo (a chamada barreira
centrifuga).

Podemos fazer uma mudanga de variaveis, n — J utilizando a relagdo senndn =
LdL/(r*vv,). A equacio (2.187) se torna:

9 Tmax VUmax L v
M =8rn f(e,L)2LdL —dv dr, (2.188)
Tmin 0 0 (%4

)

onde o fator ‘2’ no integrando vem da igualdade [ [senn|dn = 2 [ /2 senn dn. Nova-
mente, podemos utilizar a definicdo da energia de ligagao para fazermos a mudancga de
varidveis r — ¢. Mudando a ordem de integragao, obtemos desta forma:

L prY prmax 1
M= 167r2/ / / f(e,L)— dr de LdL. (2.189)
0 0 Tmin Uy

Quando a funcao de distribuicao depende da energia e do médulo do momento an-
gular, a distribuicao diferencial de massa pode ser definida como:

d*M
N(e,L)= . 2.190
D=4 iz (2.190)
Assim, derivando a equagao (2.189) obtemos:
9 Tmax d/r-
N(e,L)= 167" f(e, L) L —. (2.191)
Tmin Uy

Mas a componente radial da velocidade é, por definigdo, v, = dr/dt. Isto pode ser

escrito da seguinte forma:

Tmax d/r- tx

/ =, (2.192)
T'min Up 0

Como rmin € Tmax correspondem respectivamente ao pericentro e apocentro da trajetoria

de uma particula de energia € e momento angular L, entao ., é a metade do periodo

radial desta particula (¢. é o tempo necesséario para a particula ir de rmin @ rmax)-
Assim, podemos escrever a distribuigao diferencial de massa na forma:

N(e, L) = 872 f(e, L) L Tyaa(e, L), (2.193)

onde T},q é o periodo de oscilacao radial da particula.



Capitulo 3

Relaxacao violenta

3.1 Introducao

Os objetos astrofisicos como aglomerados globulares, galdxias elipticas e espirais e mesmo
as regides centrais de aglomerados de galdxias aparentam estarem em equilibrio. Con-
tudo, como vimos, o processo de relaxacao de dois corpos (andlogo ao processo de re-
laxagao por colisdo de um gés ordindrio) deve ser descartado pois sua escala de tempo
é superior a idade do Universo — no caso das galdxias elipticas, o tempo de relaxacao a
dois corpos é cerca de 106 vezes superior ao tempo de Hubble.

Para compreendermos porqué as galaxias e aglomerados globulares sao objetos tao re-
gulares (ndo consideramos aqui objetos em interagao) apesar de terem origens a principio
arbitrarias, é necessario respondermos a trés questoes:

1. o que garante a existéncia de um estado de equilibrio acessivel (no sentido termo-
dindmico) a um sistema?

2. Este estado é inico?

3. Quais sao as propriedades dinamicas necessdrias para que um sistema qualquer
possa evoluir de um estado inicial arbitrario a um estado de equilibrio estacionério?

A primeira questao pode ser em parte esclarecida por um dos postulados da ter-
modinamica, o principio do mdximo de entropia: “Existe uma correspondéncia univoca
entre os estados termodinamicos em equilibrio e os estados de entropia méxima”. Com
este postulado, a questao agora é saber como e quais sistemas podem atingir um estado
de entropia maxima.

Um sistema dinamico (gravitacional ou nao) pode ser representado por uma fungao
de distribuigao (ou densidade), f, no espago de fase. No caso nao colisional, podemos
utilizar o espago-p de Boltzmann de 2s dimensoes (onde s é o nimero de coordenadas
no espaco ordindrio). A funcdo f evolui no tempo segundo uma transformagao dado por
um operador Q, tal que Q(xy, v¢) = (Tyyst, Vitst), isto é, o operador Q é uma fungao
das coordenadas no espaco de fase e aplicados as coordenadas no instante ¢ resulta nas
coordenadas no instante t + 6t.

Um exemplo de uma transformacao deste tipo sdo as equac¢des de Hamilton:

C]" _ o0H

i = Op

Q(Qtvpt) :{ . gH ) (31)
Pi = T,

cf. eq. (2.78) na secao 2.4.2. Aqui, g; e p; sdo as coordenadas e momentos conjugados da
particula i que compoem o sistema de hamiltoniana H.

Versao 29/11/2006 Gastao B. Lima Neto
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A evolugao de um sistema descrito pela fungao f também pode ser representado por
um operador linear que atua sobre f (e nao sobre as coordenadas). Se a evolugao do
sistema é determinada por leis deterministicas (ao contrario de leis estocésticas), entao
a evolucio de f é descrita por um operador de Frobenius-Perron!, f, = P!f; . Quando
ft = fto, = [+, nao ha mais evolucao e dizemos que f, é uma densidade estacionaria.
Obviamente, f, = Ptf,.

3.2 Ergodicidade e mistura no espaco de fase

Dizemos que um sistema é ergddico quando as particulas de um sistema percorrem todo
o espago de fase apés um intervalo de tempo suficientemente longo. A ergodicidade de
um sistema é condicao necessaria e suficiente para garantir a existéncia de um estado
de equilibrio tnico, caracterizado por uma entropia maxima.

Uma transformagao Q é ergddica se e somente se o operador de Frobenius-Perron
P! associado a esta transformacao obedece o limite:

i % /OT (Pf)dt=(1), (3.2)

onde (w) representa o valor médio de w.
Como exemplo, vamos supor um sistema dinamico que evolui segundo a seguinte
transformacao:
q(t+0t) = q(t)+adt
= (87 N
Q { pt+6t) = pt)+gst 7P

onde o espago de fase tem apenas duas dimensoes e esta limitado entre (0, 1), isto
é, com condigbes de contorno periédicas (uma particula cuja coordenada ou momento
ultrapassa 1 volta a zero). Se a ou f ou ambos forem nimeros irracionais e a # (3, entao
a transformacao (3.3) é ergédica. Por outro lado, se « e  sdo nimeros racionais, esta
transformacao nao é ergddica: o espaco de fase nao serd inteiramente percorrido.

Ainda que a ergodicidade seja necesséria e suficiente para garantir a existéncia de
um estado unico de equilibrio, isto nao garante a evolugao de forma a que o sistema
atinja este estado de equilibrio.

Existe uma outra classe de transformagoes que operam nos sistemas dinamicos que
“misturam” os pontos no espago de fase. O operador de Frobenius-Perron associado a
uma transformacao de mistura no espaco de fase obedece ao seguinte limite:

lim (P'f) = (f.) , (3.4)

t—o00

(3.3)

onde f, é a distribuicdo estaciondria no espago de fase. Um exemplo deste tipo de
transformacao de mistura no espago de fase é dado por:

g at+ot) = a(t)+p(t)
p(t+dt) = q(t)+Bp(t)

A figura 3.2 mostra um exemplo de uma transformacao de mistura. Além dos pontos

(B>1). (3.5)

percorrerem todo o espago de fase, uma estrutura filamentar se forma.

'Para uma descrigdo mais detalhada, veja M.C. Mackey (1992), ‘Time’s arrow: The origins of ther-
modynamic behavior’. Os exemplos citados nesta segdo sao baseados neste livro.
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Figura 3.1: Evolugao no espago de fase (¢,p) de um conjunto de 1000 pontos inicialmente
distribuidos aleatoriamente em uma pequena regiao do espaco de fase. A evolugao é dada pela

transformacao ergédica (3.3). Neste exemplo, o = V5 e B = /2. Os pontos percorrem todo o
espago de fase, mas permanecem sempre agrupados.
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Figura 3.2: Evolugao no espago de fase (¢,p) de um conjunto de 1000 pontos inicialmente
distribuidos aleatoriamente em uma pequena regiao do espaco de fase. A evolugao é dada pela
transformacao de mistura no espacgo de fase (3.5). Neste exemplo, 5 = 2. Note a estrutura
filamentar que aparece a medida que os pontos percorrem todo o espago de fase.
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Um outro exemplo de sistema dinamico simples, que obedece a uma transformacao
de mistura no espago de fase, é dado por um gds onde nao hé interacao mutua entre as
particulas. Neste caso, a transformacao é dada por:

Q= { ;Eiigg = ) +1§1(7t()t)/m)t B>1). (3.6)

Ainda que a mistura no espaco de fase seja mais poderosa que a ergodicidade, a
mistura nao assegura a convergéncia a um estado de entropia méaxima. Na realidade,
apenas as transformagoes irreversiveis garantem que um sistema atinja um estado de
entropia maxima. Tanto as transformacoes ergddicas e de mistura sao reversiveis.

Concluimos desta forma que somente as transformagoes irreversiveis levam um sis-
tema qualquer a uma situagao de equilibrio estacionario associado a méaxima entro-
pia, independentemente das condigoes iniciais. Contudo, os sistemas fisicos evoluem
segundo leis dinamicas que sao reversiveis como, por exemplo, as equagoes de Hamil-
ton [eq. (2.78)]. Estas premissas nos conduzem a uma contradi¢do: nenhum sistema
dinamico regido por uma dinamica reversivel pode ter sua entropia alterada entretanto,
observamos exatamente este tipo de evolucao.

Uma solucao a este dilema estd ligada ao fato de que ignoramos ou melhor somos
incapazes de descrever com uma precisao infinita a funcao de distribuicao f de um
sistema dinamico dado. Por exemplo, em um gés ordinario, as colisoes entre as moléculas
sdo imprevisiveis e, consequentemente, é impossivel obtermos exatamente a fungao de
distribuigao.

3.2.1 Funcao-H de Boltzmann

Motivados pela discussao anterior, vamos definir o conceito de funcdo de distribuicdo de
grao fino (fine-grained), f; esta funcao é relativa a uma descri¢do microscépica e exata
do sistema. Definimos também a fung¢ao de distribuicao de grao grosso (coarse-grained),
F, relativa a uma descri¢do macroscopica, onde o conhecimento do sistema é incompleto.
Se f é uma funcao continua, definimos F' como:
= = 1 S o\ 33,0 33,
F(z,7) = 5 f(@, ) d%s' &', (3.7)
HJop

onde du é uma regiao (ou macro-célula) do espago de fase centrado no ponto (%, ¥). Para
o caso discreto, um sistema constituido por particulas como uma galdxia, F' é definido

como: .

F(Z,7) = amana, (3.8)

onde m, é a massa média das particulas na macro-célula de volume du e n, € 0o nimero
de particulas nesta macro-célula.

Existe uma propriedade importante da funcao de distribuigao de grao grosso demons-

trada originalmente por Tolman em 1938. Tomemos a func¢do-H de Boltzmann definida

COImo:

H(f) = — / C(f) P do (3.9)

onde C(f) é uma fungao convexa qualquer de f. Se, por exemplo, C(f) = fln f, entéo
‘H = S, aentropia de Boltzmann-Gibbs. Supomos agora que em um instante ¢; as fungoes
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de distribui¢ao de grao grosso e grao fino sao iguais, isto é, fi, = F;,. Logo, temos a
igualdade:

H(fi) = [— / cf) d%d%] _ [— / C(F) d%d%] H(F). (3.10)

t;

t;

Como vimos, a entropia de Boltzmann-Gibbs nao se altera em um sistema regido
por leis dinamicas reversiveis quando utilizamos a descri¢ao microscépica. Isto pode ser
generalizado para qualquer funcao-H de Boltzmann. Assim, temos a igualdade:

H(f,) = [—/C(f)d%d%] _ [—/C(f)d%d%] — H(fi,). (3.11)

t; ty

onde ty > t;. Por defini¢ao, F' é o valor médio de f em uma regiao du do espago de fase.

Mas, para qualquer funcao convexa, vale a desigualdade C(f) > C(f). Portanto, temos
a desigualdade:

H(E,) = [—/C(F) d%d%]t > [—/C(f) d%d%] = H(f,,). (3.12)

ty

Portanto, comparando as egs. (3.10), (3.11) e (3.12), concluimos que:
H(Fy,) = H(F,), (3.13)

isto é, a fungdo-H de Boltzmann medida com a funcao de distribui¢do de grao grosso
aumenta com o tempo. Se C(F) = F'In F entao podemos afirmar que a entropia medida
com a funcao de distribuigdo de grao grosso aumenta com o tempo.

A condicao necessaria para esta demonstragao é que F' = f em algum momento.
Notemos que se determinamos a fungao-H em trés instantes distintos, H(Fy), H(F») e
H(F3) onde t; < ty < t3, nao podemos provar que H(F5) seja maior ou menor que
H(F3), mesmo se soubermos que H(F») e H(F3) sao superiores a H(F}).

O fato da fungao-H (ou entropia) medida pela funcao de distribuigao de grao grosso
aumentar com o tempo, pode ser interpretado pela perda de informacao que ocorre
quando passamos de f para F.

3.2.2 Teorema da mistura

Dizemos que uma fun¢ao de distribuicao F' é mais misturada que uma funcao F’ si
H(F) > H(F’"), onde H é uma fungao-H de Boltzmann. Se a fungao-H for a entropia,
entao podemos dizer que quanto mais misturada for a funcao de distribui¢do maior sera
sua entropia.

Existe um critério que permite comparar funcoes de distribuigdo e determinar qual
delas é mais misturada sem o esforco de calcular as respectivas fungoes-H. Para isto,
introduzimos a fun¢ao M (V'), a massa do sistema no interior do volume V' do espaco de
fase (espago-u de 6 dimensoes):

M(V) = /V PV V' (3.14)
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A funcao M(V) também pode ser escrita em forma paramétrica:

M) = / F(Z,7) O[F (%, 7) — (| & dv

: >
onde @(m):{(l)’ x_g
Q) = [elF@n -gdsd o<
(3.15)
Vamos definir uma func¢do convexa da seguinte forma:
_ )0 F<g,
C(F)_{F—g; F>e, (3.16)

onde £ = F(Vp) é o valor da funcao de distribuigao para o valor Vjy do volume do espago
de fase. Neste caso, a funcao-H é dada por:

Vo Vo
HEF) = [PV == [T[FV) - = -MW)+ 6%, (317)

Obviamente, para uma outra fungdo F’ também temos a funcao-H dada por:
Vo Vo
HEF) == [TeEyav == [TV - =MW+ 6%, (318)
0 0

Se F' é mais misturada do que F’ entao, por definigao, H(F') —H(F’) > 0. Utilizando
as equagoes (3.17) e (3.18) isto implica em:

H(F) —H(F") = -M(Vy) + M'(Vy) > 0. (3.19)
O teorema da mistura pode entao ser enunciado da seguinte forma:

A funcao de distribuicao F' é mais misturada que a funcao I’ se e somente
se M(V) < M'(V) em todo o espago de fase.

(uma demonstracao mais rigorosa pode ser encontrada em Tremaine, Hénon & Lynden-
Bell, 1986).

Uma consequéncia importante deste teorema é obtida tomando o limite V' — 0.
Neste caso, a massa no interior de V é dada aproximadamente por M (V) ~ FaxV,
onde Fi.x é o valor central e maximo da fungdo de distribuigdo. Aplicando o teorema
da mistura nos leva a concluir que se F' é mais misturada do que F’ entao Fipax < F} ax-

Em outras palavras, quanto mais misturado o sistema (maior entropia), menor é a
densidade maxima (para sistemas de mesma massa).

3.2.3 Relaxacao e mistura

Baseado na regularidade observada das propriedades morfolégicas, presumimos que sis-
temas estelares como galaxias, aglomerados globulares e aglomerados de galédxias estejam
em equilibrio quase estaciondrio. Mas como vimos, o processo de relaxacao de dois cor-
pos nao pode ser responsavel por este equilibrio pois sua escala de tempo é maior que a
idade do Universo.

Uma outra forma de relaxagao foi proposta nos anos 60, inicialmente por Hénon,
King e Lecar, e posteriormente, de forma mais rigorosa, por Lynden-Bell. Este processo
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de relaxacao ocorre quando o campo gravitacional médio do sistema nao é estacionério.
Quando um sistema estd em equilibrio estacionario, a energia de uma particula se con-
serva (e é uma integral isolante de movimento); quando uma particula de move em um
potencial que varia com o tempo a energia deixa de se conservar:

2 —

dF _dT  dé _1dv” %:v.@+@+g.v¢:@7 (3.20)
dt dt dt 2 dt dt dt ot ot

—

onde lembramos que V¢ = —dd/ dt.

Para sistemas astronomicos, as situagoes onde o potencial pode variar de forma
apreciavel sao em colapsos (que podem ser o mecanismo de formagao de galdxias e
aglomerados globulares) ou fusoes de galdxias (que podem transformar duas galdxias de
massas semelhantes em elipticas).

A escala de tempo deste processo de relaxacao pode ser definido pela razao entre
a taxa de variagdo do potencial e o préprio potencial. De fato, Lynden-Bell definiu o
tempo de relaxagao como:

o <m>/ _ <M>/ | (3.21)

E? E?

Como, para uma estrela, v2/2 ~ ¢/4 entdo, pelo teorema do virial, E ~ —3¢/4 e
podemos escrever o tempo de relaxagao como:

3/ (@/a)?\
bre = 5 <T> : (3.22)

Para estimar este tempo de relaxacao, nés podemos tomar:

0¢p  O¢ dr GM GM
Tomando os valores acima obtemos:
¢ /0t
% ~ % — b = by ~ tain s (3.24)

ou seja esta relaxacdo tem uma escala de tempo comparavel com a escala de tempo
dindmico do sistema. Isto significa que este processo de relaxacao é muito mais réapido
do que a relaxacao de dois corpos. Por esta razao, chamamos este processo de relazacao
violenta.

Se, por exemplo, considerarmos uma esfera de estrelas que colapsa sob acgao da (auto)
gravidade, o tempo de relaxagao violenta sera:

~ == (3.25)

onde p ¢ a densidade média do sistema [cf. a equacao (2.51)].
Apesar da dedugao um tanto aproximada de t,, verifica-se experimentalmente (isto
é, através de simulagoes numéricas) que as férmulas (3.24) ou (3.25) sao justas.
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3.3 Catastrofe gravo-térmica

3.3.1 Entropia maxima

Considerando um sistema auto-gravitacional, como uma galdxia em formacao, podemos
nos perguntar qual sera seu aspecto apods a fase de relaxagao violenta. Podemos utilizar
conceitos da termodinamica e mecanica estatistica para tentar responder esta questao.
J& vimos que um tal sistema pode ser representado por uma funcao de distribuicao no
espago-i, onde f >0e [ u f d3zd3v = M. A entropia de Boltzmann-Gibbs deste sistema
é definido como:

S = / fInf d3zdv, (3.26)
o

onde a integral é feita em todo o espaco de fase. Se para um sistema dado existe somente
um estado de equilibrio estacionario, independente das condicoes iniciais, este estado
corresponde a um equilibrio global e estd associado a um méaximo global da entropia
(segundo postulado da termodindmica, na sua versao mais forte). Por outro lado, se
existem varios estados de equilibrio termodinamico, entao cada um destes estados esta
associado a um méximo local da entropia e o equilibrio serd meta-estavel ou, dependendo
da escala de tempo de evolugao do sistema, o equilibrio serd quase-estaciondrio (segundo
postulado da termodinamica, na sua versao fraca).

Voltando a nossa questao inicial, devemos procurar a funcao de distribuicao f que
maximiza a entropia de um sistema de massa M e energia E. Isto foi feito em 1967 e
1968 por Lynden-Bell e Wood para determinar o estado de equilibrio de um sistema
auto-gravitacional. Para tanto foi utilizada a técnica dos multiplicadores de Lagrange,
onde maximizamos a entropia com os vinculos de massa e energia constantes. Podemos
escrever a variacao total da entropia como:

dS = 68 — BOE — a6M (3.27)

onde « e 3 sdo os multiplicadores de Lagrange. Utilizando a definigdo dada pela eq. (3.26),
o primeiro termo da equacao (3.27) resulta em:

(5Sz—5/flnfd3xd3v:—/
I

m

(6f In f+ f6In f) dPe dPo = —/(5f(1nf—|—1)dxd3v
I

(3.28)
onde foi utilizada a relagao dln f =5 f/f.
A energia, F =T + U, pode ser expressa como:
2 l
E= / Lr ddzddu - // I ppase advdde, (3.29)
w2 & — /|
e a variagao da energia é dada por:
2 G 0 0
5E = / Vst dpddy— 2 / JOTHOIT 43, 2 a3 e’
2 2 ) 17—
- /5fl——G/‘ d3x’d3 ’] 43z dPy
= / — +¢(7) | Pz ddo. (3.30)
o
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O ultimo termo é a variagdo da massa, dado simplesmente por:
5M = / 5f e dbo. (3.31)
o

Substituindo as variagoes dadas pelas egs. (3.28), (3.30) e (3.31) na variagao total da
entropia, eq. (3.27), obtemos:

dS:/(Sf(—[lnf+1]+ﬁ5—a) Bz ddo, (3.32)
o

onde utilizamos a eq. (2.144) para a energia. A condi¢do para equilibrio estaciondrio
é dS = 0, a entropia é méxima. Pela equagao (3.32) vemos que para satisfazer esta
condicao, basta que o termo entre parénteses se anule. Logo, em equilibrio, a fun¢ao de
distribui¢ao deve verificar a equagao:

nf+1]—-pe+a=0, (3.33)
e, portanto obtemos finalmente:

fle) = fee* fe=e1, (3.34)

A funcao de distribuigao acima corresponde a uma esfera isotérmica (cf. secao 2.7.3).
Comparando a equagao (3.34) acima com a equagao (2.170), podemos identificar § =
1/o2ee ! =p,/(2m02)3/2,

Resumindo, maximizando a entropia com os vinculos de massa e energia constantes
resulta na funcao de distribuigdo de uma esfera isotérmica. Infelizmente, esta solugao nao
é aceitavel!l A esfera isotérmica, como ja vimos, tem massa infinita o que, obviamente,
estd em contradicdo com o vinculo de massa constante. Além disto, o perfil p(r) oc 72
da esfera isotérmica nao é observado nos sistemas estelares astronémicos.

Este resultado negativo pode ser compreendido por uma experiéncia hipotética pro-
posta por J. Binney. Vamos supor uma sistema estelar esférico de massa M e energia
total E e vamos dividi-lo em duas partes arbitrarias, um halo de massa M}, e energia
Ej, e uma regiao central de massa M, e energia Fp, como ilustrado na figura 3.3.

Supomos ainda que a massa da regiao central seja muito maior que a massa do halo,
M, < M.. Como a regiao central tem praticamente toda a massa do sistema, isto nos
permite tratd-la como um objeto isolado e, aplicando o teorema do virial, obtemos:
GM? » GM. E

0 = - 3.35
Te e T M.’ ( )

2
Mo, —

onde o, e r. sao, respectivamente, a dispersao de velocidade e o raio caracteristico da
regiao central. Podemos também estimar a densidade caracteristica no espago de fase
na regiao central, fe:

Mc ‘ E‘B /2

£ = 50T = G (3.36)

Por hipétese, a massa do halo é muito menor do que a massa da regiao central e,
portanto, as particulas do halo estao sujeitas & acao do campo gravitacional da regiao
central. Aplicando o teorema do virial no halo resulta em:

MhMc

Mot =G -,

= —E), (3.37)
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Figura 3.3: Sistema estelar
esférico  dividido arbitraria-
mente em um halo e uma regiao
central.

onde oy, e ry, sao a dispersao de velocidades e o raio caracteristico do halo. A densidade
tipica no espaco de fase do halo sera:

n[h ‘E‘3/2
fn= - : (3.38)
rhon  G3M3M)

Para este sistema, a entropia de Boltzmann-Gibbs é expressa como a soma da en-
tropia da regiao central e do halo:

S~ —M.In f. — Myln f. (3.39)

Substituindo os valores de f. e fj, obtidos nas egs. (3.36) e (3.38) na expressao acima
resulta em:

3 3
S~ —§Mc In|E— Ep| — §Mh In |Ep| + constante, (3.40)

onde ' = E.+ Ej.

Imaginemos agora que, mantendo a mesma massa, a regiao central encolhe por um
fator dr, isto é r. — (r. — or). Isto provoca uma alteragdo na energia da regiao central
de um fator:

§E ~ —fr——=< . (3.41)

Por conservacao de energia, o halo adquire a energia perdida pela regiao central e,
consequentemente, se expande. Se a regiao central continua a se contrair, o halo ira
expandir de modo que r, — o0 e sua energia aumenta de modo que Ej, — 0 (lembrando
que, como o sistema estd ligado gravitacionalmente, a energia é negativa). Ora, pela
equagao (3.40), fica claro que se Ej, — 0 entao S — oo.

Concluimos que a entropia de um sistema estelar auto-gravitacional pode aumentar
indefinidamente, ou seja, nao existe um maximo global da entropia.
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3.3.2 Instabilidade Gravo-térmica

O fato da entropia de um sistema gravitacional nao tem um maximo global nos faz sus-
peitar da eventual existéncia de uma instabilidade ligada ao aumento indefinido de uma
concentracao central de massa. De fato, podemos mostrar como uma tal instabilidade se
produz. Vamos supor novamente um sistema gravitacional em equilibrio que satisfaz o
teorema do virial. Neste caso temos ¥ = —K onde K ¢ a energia cinética total. Podemos
definir uma temperatura 71" para este sistema de maneira andloga a um gas ideal:

1m o2

T3k

(3.42)

onde m é a massa de uma particula e k é a constante de Boltzmann. A dispersao
de velocidades, o, nao é necessariamente a mesma em todo o sistema; pode ser mais
conveniente definir uma temperatura média, T, dada por:

= _ JyT(F) p(r) dV 1 / 2

T = = dVv 3.43
onde N é o numero de particulas do sistema de volume V. Assim, a energia cinética
total pode ser expressa como:

3 _
K= §NkT, (3.44)
e, com o teorema do virial, obtemos imediatamente a energia do sistema:
3 _
E= —§NkT. (3.45)

Finalmente, tendo uma relagao ligando a energia do sistema a sua temperatura,
podemos calcular a capacidade térmica do sistema:

Ea—§:—§Nk<0. (3.46)
oT 2

Ao contrario de um gas ordinario, um gas de estrelas auto-gravitacional tem uma ca-
pacidade térmica negativa. Se, por exemplo, hd um gradiente de temperatura no sistema,
entao as regioes mais frias perdem calor (por expansao, como vimos na se¢ao anterior),
enquanto as regioes mais quentes se tornam ainda mais quentes (por contracao). O gra-
diente de temperatura se acentua e o processo continua indefinidamente. Este tipo de
instabilidade é chamada instabilidade gravo-térmica, levando a catdstrofe gravo-térmica.
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