Capitulo 6

interpolacao e Extrapolacao

6.1 Introducao

Suponhamos um conjunto de n + 1 pontos com duas coordenadas x e y, conhecidos por
um processo qualquer

(1‘0790), ($17y1)7 ceey (xn;yn)

onde
o< T <2< ...<Ty.

Os valores y; podem resultar, por exemplo, de um experimento fisico, de um conjunto
de observagoes astrondmicas, ou mesmo de uma longa série de calculos numéricos que
nao podem ser colocados em uma forma funcional simples. O problema de interpolacao
consiste em achar, para um determinado valor de z, x # xg,x1,...,%n € Tg < T < Tp, UM
valor razoavel para y. J& o problema da extrapolagao consiste em estimar y para valores
de z fora do intervalo [z, zp,].

A interpolagao é feita determinando-se uma funcao interpolante, y = f(z), a partir
das coordenadas conhecidas. De forma geral, quando se procura determinar a funcao
interpolante existem duas situacoes distintas:

1. Se o conjunto de coordenadas existente tem uma alta precisao, ou seja, se os valores
y; sao bem conhecidos, é razodvel exigir que a funcdo interpolante satisfaca: y; =
flxy), i=0,1,...,n;

2. Caso contrério esta exigéncia nao é justificdvel, e podemos ter y; # f(z;), o que
poderd inclusive corrigir valores obtidos imprecisamente.

A interpolagao é relacionada a (mas distinta de) outro problema muito comum, que
é a aproximacdo de funcdes. Esta tarefa consiste em encontrar uma funcéo que seja
facilmente computavel para ser usada no lugar de uma fungao mais complicada. No caso
da interpolacao, em geral conhece-se um conjunto de valores y; para valores da abcissa
sobre os quais nao se tem controle algum (os valores x; e y; sdo simplesmente dados).
No caso de aproximacoes de fungoes, pode-se computar a fungdo original para quaisquer
valores de x com o proposito de se desenvolver a aproximagao.

A interpolacao sempre assume algum grau de suavidade da funcao interpolada, o que
frequentemente pode nao ser o caso. Por exemplo, considere a funcao

f(z) =32 + % In[(r —2)] +1, (6.1)
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que é muito bem comportada exceto para x = m. Se fornecemos os valores de f(x)
calculados em x = 3.13, 3.14, 3.15 e 3.16 para qualquer interpolador, certamente teremos
uma resposta muito errada se interpolarmos para r = 3.1416, embora um grafico unindo
estes 4 pontos pare¢ca muito suave, como ilustrado na figura abaixo.

30.8

& 30.6

30.4

3.13 3.14 3.15 3.16

Figura 6.1: Exemplo de fungao problematica para qualquer interpolador.

Conceitualmente, a interpolacao transcorre em dois estagios:

1. ajusta-se (uma vez) uma fungao interpolante para os pontos fornecidos, e

2. avalia-se (tantas vezes quantas forem necessarias) a fungao interpolante para os va-
lores de x desejados.

Na pratica, este método, conhecido como interpolagao global, nao é o melhor de se
utilizar pois é computaciolmente ineficiente. Em geral inicia-se com o valor tabulado mais
préximo ao valor de x desejado e realiza-se uma sequéncia de correcoes a medida que outros
pontos préximos sao considerados (interpolagdo local). O procedimento tipicamente toma
O(m?) operacdes, onde m < n é o ntimero de pontos efetivamente usados. Se tudo correr
bem, a ultima correcao serd a menor de todas, e seu valor pode ser usado como uma
estimativa informal (mas nao rigorosa) do erro. Em esquemas como este, pode-se também
dizer que hé duas etapas:

1. encontra-se ponto inicial adequado na tabela (digamos, z;), e

2. faz-se a interpolacao usando-se os m pontos vizinhos a 7
(por exemplo, centrados em ;).

A interpolacao local da valores interpolados que em geral nao tém derivadas continuas.
Isso ocorre porque para valores z diferentes usa-se um subconjunto diferente de pontos
para a interpolacao. Para situacoes em que a continuidade das derivadas é uma questao
importante, deve-se usar a chamada fungao spline, que veremos abaixo. Splines ctbicas
sao as mais populares, elas garantem que a funcao interpolada seja continua até a segunda
derivada, e tendem a produzir resultados melhores e mais estdveis que polinomios.

O nimero m de pontos usado na interpolagao menos 1 é chamado de ordem da inter-
polacdo. Aumentar a ordem ndo necessariamente aumenta a acuracia, especialmente no
caso de interpolagao polinomial (ver figura 6.2).
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Figura 6.2: (a) Uma func@o suave (linha sélida) é interpolada de forma mais acurada
por um polinémio de ordem mais alta (tragos curtos) do que polinémios de ordem baixa
(tragos longos). (b) Uma funcao com cantos (derivadas descontinuas) é pior representada
por polinémios de alta ordem. [extraido de Numerical Recipes]

Os métodos de interpolagao abaixo sao também métodos para extrapolacao. Neste
caso, deve-se tomar muito cuidado em monitorar os erros, caso contrario os resultados
podem ser catastréficos. Uma fungao interpolante, quando usada numa extrapolacao,
pode dar muitos problemas quando x estiver mais distante dos limites do intervalo [xg, z,]
do que o espacamento tipico dos valores tabulados.

6.2 Funcoes interpolantes

Sao inumeros os tipos de fungoes utilizadas para interpolacao e devemos ter um certo
critério para escolher uma delas, levando em consideracao o seu grau de suavidade no
intervalo considerado e a sua simplicidade.

De forma geral, uma funcao interpolante f(z) pode ser escrita como

f(x) = aofo(r) +arfi(z) +...+ anfn()

onde fi(z), 1 =0,1,...,n representa uma classe de fungdes. Veremos abaixo exemplos de
algumas classes de fungoes comumente utilizadas para construir fungoes interpolantes.

1. Monémios: fi(x) = z°
n
f(z) =ag+ a1z + asx® + ... + az" = Zaiwl.
i=0

Claramente, f(z) = P,(z) é um polinémio de grau n
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2. Fungoes de Fourier: f;(x) = a; cos(ix) + b; sin(iz)

f(z) = ap + a1 cos(x) + az cos(2x) + ... + ay cos(nz)+
+ by sin(z) + besin(2z) + ... + by, sin(nx)

f(z) =ap+ Z[ai cos(iz) + b; sin(iz)] .

i=1

3. Exponenciais: f;(z) = e

n
flz) = ape?® 4+ a1e"% + ..+ apeP® = E a;e .
i=0

Existem outras classes de funcGes, porém sao menos usadas. A classe mais usada é a
dos mondémios (ou polindmios) e citamos as seguintes vantagens:

1. Sua teoria é simples e bem desenvolvida;

2. Sao faceis de ser calculados;

3. Somas, produtos e diferencas de polinémios sao polinémios;
4. Se P,(x) é um polinémio, P,(z + a) e P,(ax) também o sao.

5. Outras classes de fungoes podem ser aproximadas por polinémios. Para isso utiliza-se
o Teorema de Aproximagao de Weierstrass:

“Se f(x) é continua em [a, b], entao para Ve > 0, existe um P, (x) de graun, n = g(e),
tal que |f(z) — Po(z)| <€, coma <z <b.

6.3 Passo preliminar: buscando em uma tabela ordenada

Vimos acima que uma forma usual de se fazer interpolagao é considerar apenas os m pontos
vizinhos de x na tabela de dados. Faz-se necessario, portanto, uma rotina que procure o
indice ¢ do conjunto de abcissas x;, ¢ = 1,...,n tal que z; < ¢ < x;+1, para o caso em
que o conjunto de abcissas seja monotonicamente crescente (xg < 1 < T3 < ... < Zy), ou
x; > x > Ti41, para o caso de abcissas monotonicamente decrescentes (, < Tp—1 < -+ <
To < 1‘1).

Dois eficientes métodos para se implementar esta procura sao o método da bisseccao
e o método da cagada. O primeiro consiste em bisseccionar sucessivamente o intervalo
[1,n], sempre verificando, em cada passo qual subintervalo contém o valor x procurado
(Figura 6.3-a). O outro método, chamado método da cacada, parte do principio de que na
maioria das aplicagOes faz-se chamadas consecutivas de uma rotina de interpolagao para
valores da abcissa muito proximos. Dessa forma, pode-se guardar a informacao da ultima
posicao da tabela e “cagar” o préximo valor, seja para cima ou para baixo, em incrementos
de 1, 2, 4 e assim sucessivamente, até que o valor de = deseja esteja confinado em um dado
subintervalo, quando entao a posigao na tabela é encontrada por bissecao (Figura 6.3-b).

Exercicio de programacao: implemente um subrotina em Fortran, usando o método
da bisseccao, que encontre a posicao de x em uma tabela de abcissas dada. A rotina deve
retornar um numero entre 1 e n — 1 caso x1 < & < xp, 0 caso T < x1 € n caso T > Ty,
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Figura 6.3: (a) Usando a bissecgdo para encontrar um ponto em uma tabela. Sao mostra-
dos os passos que convergem para o elemento 51 de uma tabela de 64 pontos. (b) Exemplo
do uso do algoritmo da cacada. Mostra-se um caso particularmente desfavoravel em que
inicia-se no elemento 7 (que fora a tultimo ponto conhecido) para se chegar no ponto 32.
[adaptado de Numerical Recipes]

6.4 Interpolacao linear

Dado um conjunto de pontos (zo, o), (z1,91),---,(Zn,Yn), a interpolagao linear para x,
T < x < xig1 é
y= 1= )yi+ fyitr (6.2)
onde
oz
T T -

Conceitualmente, a Eq. (6.2) pode ser interpretada como uma média ponderada de y; e
Yi+1 com peso f, onde f é a distancia relativa de x com respeito a z;.

A interpolacao acima é chamada piecewise, pois apenas os extremos de um certo subin-
tervalo sao usados na interpolacao. Como vimos acima, este tipo de fungao interpolante
é continua mas possui arestas, ou seja, nao possui uma derivada primeira continua nos
pontos x;.

6.4.1 Interpolacao Bilinear

A formulacdo acima para a interpolacao linear pode ser facilmente estendida para inter-
polacao linear em duas dimensoes (dita bilinear) e dimensdes maiores. Vamos explicitar
abaixo o problema para duas dimensoes, notando que a extensao a outras dimensoes é
trivial.

Suponhamos uma funcao desconhecida f = f(x,y), e que temos um conjunto de valores
discretos dessa funcao para varios pontos x e y

fij = fid (@i, yj)
ondei=0,...,nej=0,...,n.

queremos estimar o valor de f em um ponto (z,y)
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6.4.2 Interpolacao log x log
DIGITAR...

6.5 Interpolacao polinomial

A interpolacao polinomial consiste em utilizar-se um polinémio de certo grau como funcao
interpolante. Para um polinémio de ordem n, descrito por P,(z) = ag + a1z + asx? +
...+ ayx™, as incognitas sao os coeficientes ag, a1, as, ..., a,. A interpolacdo linear, vista
acima, é um caso particular da interpolacao polinomial para n = 1.

A questdo que se apresenta é encontrar o melhor polinémio interpolante para cada
caso. Como visto na secao 6.1, ha duas situagoes limites, dependendo se a condigao
P,(z;) = yi, i = 0,1,...,n serd imposta ou nao. Estas duas situacoes sdo descritas
abaixo.

6.5.1 Polinomio Interpolante

Um polinémio interpolante pode ser utilizado quando os dados sdo precisos o suficiente,
caso em que podemos impor que P, (x;) =y, i =0,1,...,n.
Podemos fazer uso de um bem-conhecido teorema da Algebra:

Teorema: existe um e sé6 um polinébmio de grau n ou menor que assume valores
especificos para n + 1 valores de x.

Este teorema assegura que existe apenas um polindmio interpolante de ordem n ou
menor, que passa por um conjunto de n 4+ 1 pontos. Entretanto, nada garante que o
polinémio interpolante seja uma boa aproximagao para x # x;,i =0,1,...,n.

6.5.2 Polindbmio dos Minimos Quadrados

Quando os valores y; nao sao precisos, nao se deve exigir que P,(z;) = y;. Neste caso, se
m é o nimero de pontos, em geral procura-se um P, (z) tal que n < m (ou seja, a ordem
do polinémio interpolante deve ser muito menor que o nimero de pontos disponiveis).

Para se achar o polinémio interpolante aplica-se o critério dos minimos quadrados, que
estabelece que a soma dos quadrados das diferencgas entre y; e P,(x;) deve ser minima.
Isso sera visto com maiores detalhes no capitulo 7.

6.5.3 Avaliacao de Polinémios

Antes de discutir como determinar o polinémio interpolante, vamos fazer uma breve di-
gressao sobre como avaliar numericamente um polindmio. Seja o polindomio P,(z) =
ag + a1z + asx® + ... + apa™, onde sdo conhecidos ag, a1, ..., a,. Dado um valor de z,
vamos calcular P, (x). Um programa em Fortran seria:

REAL :: P
REAL, ALLOCATABLE :: a(:)
INTEGER :: i,n

ALLOCATE (a(n))
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P=0.
DO i=0,n
P=P+a (i) *x*x*xi

ENDDO

Desta forma temos n(n + 1)/2 multiplicagoes e n adigdes de ponto flutuante.
Uma forma mais eficiente de implementar o cdlculo é usar a regra de Horner, segundo
a qual P,(x) ¢é transformado em

P, (z) =ao+ z(a1 + z(ag + ... + z(ap—1 + zay,)...))

Em Fortran:

P=a(n)

DO i=n-1,0,-1
P=Px*x+a (i)

ENDDO

6.6 Poliné6mio interpolante

Veremos agora como construir um polinémio interpolante de ordem n, que passa por
um conjunto de m = n + 1 pontos. Veremos inicialmente um algoritmo para calcular
os coeficientes a; do polinomio (segao 6.6.1) e depois um algoritmo mais eficiente usado
apenas para avaliar o polinébmio em um ponto z, situacao mais comumente encontrada
(sec@o 6.6.2).

6.6.1 Sistema de equacgoes

Nesta secao descrevemos uma maneira de se determinar os coeficientes do polinémio in-
terpolante. Um uso valido destes coeficientes poderia ser, por exemplo, avaliar simul-
taneamente o valor interpolado da funcao e de algumas das suas derivadas. Um ponto
importante a ser considerado é que devido a erros de arredondamento, em geral os coefi-
cientes do polindmio podem ser determinados com precisao muito menor do que o valor
do polindmio para uma certa abcissa (se¢ao 6.6.2). Assim, a nao ser que os coeficientes
sejam realmente necessarios, o método abaixo deve ser evitado.

Seja uma tabela de n+ 1 pontos, (z;,y;), i = 0,...,n. Para determinar os coeficientes
do polinéomio P, (x) que passa por estes pontos, montamos o seguinte sistema de equagoes

ao—l—alxo—i—agx%—i—...—i—anx’g:yo

a0+a1x1+a2x%+...+anx7f:y1

a0+a1xn+a2x%+...+anx22yn

onde ag, a1, as, ..., a, sao os coeficientes do polindmio, que sao as incégnitas deste sistema.
Uma maneira de se determinar os coeficientes pode ser resolver o sistema abaixo pelo
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método de Gauss

1 my xf o | |ao 0
1 x1 m% ! | a1 Y1
1z 23 zy| laz| = |y
1 2 n

1z, z;, ... x| |an] | Yn |

A matriz acima é conhecida como matriz de Vandermonde. A existéncia de varias
poténcias de x numa mesma linha desta matriz tende a tornar o sistema desbalanceado,
ou seja, haverd um grande intervalo dindmico entre a segunda e a ultima coluna de cada
linha. Por exemplo, se z; = 0.1 e n = 10 — 9:}0 = 10719, Isso pode causar problemas
sérios de arredondamento, que comprometerao a acuracia na determinacao dos coeficientes.
Existem métodos especificos para a resolucao deste tipo de sistema, que sao descritos na
secao 2.8 do Numerical Recipes.

6.6.2 Polinémios de Lagrange

Existem outros métodos de se avaliar o polinémio interpolante de modo mais simples que
a resolucao do sistema. Nestes métodos, a caracteristica fundamental é que o que se avalia
¢ o polinomio para um dado valor de x, e nao os coeficientes propriamente ditos.

Seja uma funcao tabelada para n+ 1 pontos distintos, (x;,y;), i = 0,...,n, e sejam os
polinomios de grau n definidos como

(x—zo)(x—21) ... (r —ziz1)(x — Tig1) ... (x — zp)

Li(z) = (zi —20) (i — 1) -+ (i — i) (@5 — Tig1) - (T — T)

Os polinémios L;(z) sao conhecidos como polindémios de Lagrange. Um uma forma mais
compacta, pode-se escreve-los como

Lifw)= [ =2 .

T —
j=0 """
Ji

E facil ver que para i > 0 e j < n,

() = 1 sei=j
Li(z;) = {0 it (6.3)

Desta forma, podemos determinar o polinémio interpolador de y relativamente aos pontos

xi,t=1,...,n, utilizando os polindmios de Lagrange, da seguinte maneira
n
Pu(x) = Lo(@)yo + La(x)yr + - + Ln(@)yn = Y Li(@) f(xs) (6.4)
i=0

Como os polinémios de Lagrange satisfazem as condigoes (6.3), é evidente que P,(z;) =
¥i,t =1,...,n. Além disso, o grau de P, é menor ou igual a n. Segue-se, portanto, que o
polinémio P, é o tinico polindomio interpolador que passa pelos n + 1 pontos.

Exemplo: Calcule o polinémio interpolante para os pontos

(w0, y0); (21, 91); (T2, Y2); (T3, Y3)
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(z =Dz —2)(z - 3)

Py(z) (—1—1)(—1—2)(—1—3)(_11)
(z+1) (z—2)(z-3)
Tar) a-ou=3 "
(x4 1)(x—1) (x —3)
Terne-n -3
(z+1)(x—1)(z —2)
Terneone-y 7
Ps(x) %(3:3—63324—111'—6)4-;?1(35 — 42% + 7 + 6)
56 51
—ﬂ(:v — 322 —x+3)+ 24(x3—2:c2—x—|-2)
Py(z) = 23 — 32> + 62 — 1.

Algumas observagoes importantes:

- O polinémio é o mesmo que aquele calculado por um sistema de equagoes, pois ele
é 1nico;

- Em geral as férmulas de Lagrange nao sao usadas para determinar os coeficientes do
polinémio interpolante, devido a complexidade dos célculos e do algoritmo necessario
(ver secao 6.6.3) ;

- Estas férmulas sdo usadas diretamente para interpolar y = P,(z);

- Com dois “loops”, um para o calculo de [ e outro para o célculo de ), obtém-se o
valor de y = P, (z) interpolado.

6.6.3 Um método alternativo

Digitar. Numerical Recipes, 3a. edicao, secao 3.5.

6.6.4 Falhas do polinémio interpolante

O método de interpolacao por polinémios nao funciona indiscriminadamente para todas
as fungoes, e em todo o intervalo analisado. Ele pode ser particularmente problemético
quando a tabela interpolada tem os pontos da abcissa igualmente espacgados.

Um exemplo classico dos problemas que podem ocorrer com a interpolagao polinomial
é o fenomeno de Runge (Runge’s Phenomenon). Consideremos como fungao geradora dos
pontos base a fungdo de Runge:

1

1@ = T2

A Fig. 6.4 mostra o grafico da funcao de Runge no intervalo [—1,1] e as curvas de
pois polinémios interpolantes (Ps(z) e Pao(x)), construidos a partir de pontos igualmente

espacados no intervalo
2

n’
Vemos que a divergéncia é tdo maior quanto maior for o grau do polindmio. Pode-se,
inclusive, mostrar que o erro na interpolacao tende a infinito quando o grau do polinémio
aumenta.

i =—-14+@G—-1) =1,...,n.

93



! il
RUNGg VHENOMcNON

Figura 6.4: O fendmento de Runge.

6.7 Erro do Polinéomio Interpolante

DIGITAR

6.8 Interpolacao por Spline Cubica

Em matematica, uma spline é uma funcdo polinomial suave que é definida por partes
(piecewise) e possui uma alta suavidade nos locais onde as diferentes partes se conectam
(conhecidas como nés ou pontos-base). O termo spline vem do técnica empregada por
desenhistas para tragarem curvas suaves: imagine uma régua flexivel e indeformavel, que
é presa na superficie de desenho em alguns pontos: esta régua assumira a forma de uma
spline.

Splines cubicas sao frequentemente empregadas em interpolacdo com a finalidade de
garantir a suavidade da funcao interpolante. Trata-se de uma solugao muito eficiente
para o fenémeno de Runge visto anteriormente. Matematicamente, o método consiste na
definicao de um polinémio de 3° grau para cada par de pontos consecutivos. Ou seja,
dados os pontos y; = y(x;), i = 0,...,n, define-se um polinémio ciibico para o intervalo
[0, x1], p1(z), outro para o intervalo [z1, z2], p2(x), e assim por diante. Para n+ 1 pontos,
temos assim n polinémios. Obviamente, os polinémios devem ser tais que a funcao seja
continua nos nds. Além disso, para que a variacdo do raio de curvatura seja continua
nos nos, em cada um a 2% derivada do polinémio anterior deve ser igual & do polinémio
posterior. O mesmo se dd com a 12 derivada. As condigoes explicitadas acima traduzem-se
em 4n — 2 equagoes, listadas na Tabela 6.1.
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Equagoes Condicoes

n pz(%) =Y

n Pi(Tiv1) = i1
n—1 pi (x:) = pi_1(xi)
n—1 Pi(@i) = pi_q (i)
4dn — 2

Tabela 6.1: condigOes necessarias para se determinar a funcao spline
que passa por n + 1 pontos.

6.8.1 Deducao das formulas de spline

O procedimento basico consiste em determinar os 4 coeficientes de cada um dos n po-
linomios de 3° grau, ou seja, 4n incégnitas precisam ser determinadas. Como vimos, os
valores dos polinémios e suas derivadas primeira e segunda nos n + 1 pontos fornecem
apenas 4n — 2 equagoes, pois nao podemos calcular pj(zo) e pf(xo). Para contornar esse
problema, assumiremos que tanto no primeiro quanto no ultimo segmento da fungao spline
a inclinagao é constante (ou seja, nos extremos do intervalo a fungao converte-se em uma
reta). Logo, para estes segmentos a 1* derivada é uma constante e a 2% derivada é nula.
Dessa forma, ao impormos que pf(zo) = 0 e pll(x,) = 0, ficamos com as 4n equagdes ne-
cessarias para tornar o sistema determinado. Uma fungao spline assim construida chama-se
funcao spline natural.
Para facilitar a notacéo, vamos definir

hi =xip1 — x4,

bi = pi_q () = pf (1) -

Figura 6.5: Representacao grafica da segunda derivada de p;.

Como os p; sdo polindmios de 3° grau, temos que cada p//(x) é um segmento de reta
(Fig. 6.5). Dessa forma, podemos escrever, usando a Eq. (6.2)

(Tip1 — 90)¢ (z —‘371')

/! _ . .
p; (v) = I i + N Git1 -
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Integrando p!/(z) duas vezes, obtemos

1 (241 — )2 1(z— z;)?
M) = — -~V 7)) g 2
pz(x) - 2 hi ¢z + 2 hi ¢z+1 + Cla

1 1\ (zipq — )3 11 (x—a;)3
pi(z) = (‘) <—3> (Hhi)dh’ + 23(hi)¢i+1 + Ciz + Cs.

Vamos agora fazer uma mudanga de varidveis, de forma a reescrever o ultimo termo da
equacao acima como
/ /
Cix+ Cy = C(wi41 — ) + Co(w — ;) .

Dessa forma, obtemos

pi(z) = 1($i+1 - 55)3@ + (15(95 —hxz)

3
6 h Giv1 + Cl(wip1 — ) + Co(z — 2) -

Para obtermos as constantes de integragao C] e C%, impomos as condigoes p;(z;) = y; e
pi(xiy1) = yi41 (tabela 1)
L (@i —2i)° Yi  higi

3
vi=g > ¢i + Ci(wip1 —x;) = C) = 6

1 (21 — x5)3 . hih:
Yit1 = *M@H + Ch(zip1 — x5) — O = Yit1 _ fidit
6 h; h; 6

. Finalmente, chegamos & seguinte expressao para p;(x), que representa cada uma das
partes da funcao spline

(o) = (=) + S o (= PO (g (- BB (o,
(6.5)

onde 0s ¢1, ..., P, 820 incégnitas.

Para obtermos os ¢;, devemos impor as condigoes da tabela 6.1 que ainda nao foram
utilizadas, a saber, as condigdes sobre a primeira derivada de p;(z). Imporemos a condigao
que a derivada primeira é continua nos nés das funcao spline, ou seja,

Pi(xi) = pi_q(wi) - (6.6)

Fazendo a derivada da Eq. (6.5) e depois de alguma manipulagao algébrica trivial,
obtemos

1 i higi i hig;
p{i(xi):_th¢i_<y_ ¢>+y+1_ ¢+1,

h; 6 h; 6
) 1 hi—1¢ hi—1¢
/ D) = —hi1di — Yi—1  Ni—1@i—1 Yi _ Ni-19i)
Phor() = Lhicr (h R

Aplicando a condicao (6.6), obtemos, depois de alguma manipulagao algébrica

(6.7)

hi—1¢i-1 + 2(hi—1 + hi)$i + higiy1 =6 (yzﬂh_ o Y ]; yi1>
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Figura 6.6: Ajuste de spline ctubica que passa pelos pontos (—1,1/2), (0,0) e (3,3). As
linhas tracejadas mostram as retas para as quais a funcao converge nos extremos no
intervalo

As Egs. (6.7), definidas para i = 1,...,n—1, representam um sistema de n—1 equagoes.
O naimero de incognitas é n + 1, mas duas ja estao determinadas por termos imposto que
a segunda derivada da primeira e ultima parte da funcao é nula (ou seja ¢o = 0 e ¢, = 0).
Antes de mostrar um método geral de obter os coeficientes ¢;, vamos ver um exemplo
simples.

Exemplo: vamos calcular a funcdo spline cibica que passa pelos pontos (—1,1/2),
(0,0) e (3,3).

Neste caso, temos que determinar p;(z) e pa(x). Das definigdes acima, temos que
ho =1, h1 =3, ¢9 = 0 e ¢2 = 0. Falta-nos apenas determinar ¢;. Da Eq. (6.7) temos

0-+8p; +0=6(1+0.5),

ou seja, ¢p1 = 9/8. Da Eq. (6.6) temos que

pile) =04 L2 - 07+ (2 002+ 0- L),
Pi@) = (@4 1P + oz — o
pg(x)zfi/<83(3—x)3+0+(0—3X69/8>(3—$)+<§—0> (z—0),
p2($):1i6(3_x)3+%$_%'

A Fig. 6.6 mostra o funcao spline determinada sobreposta aos trés pontos dados. Note
que nos extremos do intervalo a funcao se transforma em uma linha reta, como esperado.
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Exercicio: mostrar que as derivadas primeira e segunda da funcao spline determinada
acima é continua em (0, 0).

As Egs. (6.7) podem ser escritas em forma matricial da seguinte maneira, formando
um sistema (n — 1) x (n — 1)

2(ho + h1) hy I o1 ] €1 — €0
h1 2(h1 + hg) ha ®2 €2 — €1
hn—3 2(hn—3 - hn—Z) hn—Q ¢n72 €p—2 — €p_3
hn72 2(han + hnfl) _an—l_ [En—1 — €n—2 |

onde definimos

para simplificar a notagao. Este sistema tridiagonal pode ser resolvido através de uma
implementacao direta usando a decomposi¢ao LU, vista no Cap. 5.
Inicialmente, efetuamos a decomposicao LU da matriz tridiagonal acima, escrevendo

ur = 2(ho + h1)
S R |

7T w0
j—1
2

h=
Uj:2(hj_1+hj)—ﬁ, j=2,....n—1

Uma vez feita a decomposicao LU, o sistema é resolvido em dois passos, como mostrado
na Secao 5.10.2. Inicialmente calculamos o vetor y por substituicdo para frente

y1:€1_60
yj=(ej —¢j-1) =lyj—1, j=2,...,n—1

e finalmente calcula-se os ¢’s da seguinte forma

_ Y1
{@%1_“"1 . (6.8)

@:ﬁjgﬁ%j:n—zuwl

A interpolacao por spline pode ser facilmente implementada computacionalmente.
Sugere-se que sejam feitas duas subrotinas, a primeira 1é os n + 1 valores dos pontos
tabelados e retorna um array com os h’s e outro com os ¢’s. Uma outra subrotina usa
estes dois arrays e a Eq. (6.5) para avaliar a fungao no intervalo i desejado.
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